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Apresentação 


Fundamentos de Matemática Elementar é uma coleção elaborada com o objeti- 
vo de oferecer ao estudante uma visão global da Matemática, no ensino médio. De- 
senvolvendo os programas em geral adotados nas escolas, a coleção dirige-se aos ves- 
tibulandos, aos universitários que necessitam rever a Matemática elementar e também, 
como é óbvio, àqueles alunos de ensino médio cujo interesse se focaliza em adquirir 
uma formação mais consistente na área de Matemática. 

No desenvolvimento dos capítulos dos livros de Fundamentos procuramos seguir 
uma ordem lógica na apresentação de conceitos e propriedades. Salvo algumas exce- 
ções bem conhecidas da Matemática elementar, as proposições e os teoremas estão 
sempre acompanhados das respectivas demonstrações. 

Na estruturação das séries de exercícios, buscamos sempre uma ordenação 
crescente de dificuldade. Partimos de problemas simples e tentamos chegar a ques- 
tões que envolvem outros assuntos já vistos, levando o estudante a uma revisão. A se- 
quência do texto sugere uma dosagem para teoria e exercícios. Os exercícios resolvidos, 
apresentados em meio aos propostos, pretendem sempre dar explicação sobre alguma 
novidade que aparece. No final de cada volume, o aluno pode encontrar as respostas 
para os problemas propostos e assim ter seu reforço positivo ou partir à procura do erro 
cometido. 

A última parte de cada volume é constituída por testes de vestibulares, selecio- 
nados dos melhores vestibulares do país e com respostas. Esses testes podem ser 
usados para uma revisão da matéria estudada. 

Aproveitamos a oportunidade para agradecer ao professor dr. Hygino H. Domingues, 
autor dos textos de história da Matemática, que contribuem muito para o enriquecimen- 
to da obra. 

Neste volume fazemos uma revisão do estudo das funções elementares, estu- 
damos conceitos de limite e continuidade e noção de derivada, associando derivada 
à variação da função. Finalizamos com noções introdutórias de integral definida. Esse 
último capítulo ultrapassa um pouco as fronteiras do ensino médio. 

O texto deste volume (8) não sofreu muitas alterações. A teoria foi totalmente re- 
vista e, onde foi necessário, fizeram-se pequenas modificações. Reduzimos ao número 
mínimo os exercícios de cálculos de limites pela definição. As respostas dos exercícios 
foram cuidadosamente conferidas. No manual do professor estão resolvidos os exercí- 
cios mais complicados. 

Finalmente, como há sempre uma enorme distância entre o anseio dos autores e 
o valor de sua obra, gostaríamos de receber dos colegas professores uma apreciação 
sobre este trabalho, notadamente os comentários críticos, os quais agradecemos. 


Os Autores. 
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Funções 


Neste capítulo resumiremos aspectos essenciais do estudo das funções, feito 
ao longo dos volumes 1, 2 e 3 desta coleção. Introduziremos mais algumas noções 
que serão necessárias ao desenvolvimento deste livro. 


I. A noção de função 


1. Definições 


Dados dois conjuntos A e B, não vazios, cnama-se relação de A em B um con- 
junto formado por pares ordenados (x,y) em quex E A e ye B. 

Exemplos: 

SeA=-(a,b,c,dje B=(0,1,2), então: 

Ry = ((a, 0) 

Ro = ((a, 1), (b, 0), (b, 1), (c, 2), (d, 2)) 

Ra = ((a, 0), (b, 1), (c, 1), (d, 2)) 


são três exemplos de relações de A em B. 
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2. Uma relação f de A em B recebe o nome de função definida em A com imagens 
em B ou aplicação de A em B se, e somente se, para todo x E A existe um sóy E B 
tal que (x,y) E f. 


No exemplo anterior, só a relação Ra é uma função, pois em R, os elemen- 
tos b, c, d não participam de nenhum par e em R5 o elemento b participa de dois 
pares. 


3. Lei de correspondência 


Geralmente, existe uma sentença aberta y = f(x) que expressa a lei mediante 
a qual, dado um x E A, determina-se o y E B de modo que (x,y) E f. 


Assim, por exemplo, dados os conjuntos A = (0,1,2,3)eB = (0,1,2,3,4, 
5,6,7,8,9) e a sentença aberta y = x?, é possível considerar a função: 


f = (0,0), (1, 1), (2, 4), (3, 9) 


de A em B, cujos pares (x,y) verificam a lei y = x2. 
Para indicarmos uma função f de A em B que obedece à lei de correspondência 
y = f(x), vamos usar a seguinte notação: 
ffA->B 
x > f(x) 
Frequentemente encontramos funções em que a lei de correspondência para 


obter y a partir de x muda, dependendo do valor de x. Dizemos que essas funções 
são definidas por várias sentenças. 


Exemplos: 


1º) f: R— R tal que 
Fa 1,sex<0 
(9) = -4,sex>0 


é uma função definida por duas sentenças: 


y=1 quando x = O 
ou 
y=-1 quando x > O 
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29) f:R > Rtal que 


—x, sex < O 
f(x) =10,se0=<x<1 
x, sex=1 


é uma função definida por três sentenças: 
y = —x quando x E ]-v, O[ 

ou 

y=O quandoxeTo,1/ 

ou 

yY=x quando x E [1, +] 


As funções definidas por várias sentenças têm uma importância especial 
neste livro. 


4. Domínio e imagem 


Chama-se domínio da função f: A— B o conjunto A. Notação: D(f). 

Chama-se imagem da função f: A — B o conjunto constituído pelos elementos 
y E B para os quais existe algum x E A tal que (x, y) E f. Notação: Im(f). 

Chama-se contradomínio da função f: A — B o conjunto B. Notação: CD(f). 

Por exemplo,se A=(0,1,2,3, B=(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9) e fA-—B 
é definida pela sentença y = x2, temos: ke 


B 
f = ((0,0), (1, 1), (2, 4), (3,9) —— ESA? 
D(f) — 10,1,2,3) Es) 
Im(f) = (0, 1, 4, 9) E 


CD(f) = 10,1,2,3,4,5,6,7,8,9) 


É evidente que, para todo f, Im(f) C B. 

Lembremos ainda que, feita a representação cartesiana (gráfico) da função f, 
temos: 

|) Domínio D(f) é o conjunto das abscissas dos pontos do gráfico, isto é, o 
conjunto das abscissas dos pontos tais que as retas verticais por eles conduzidas 
interceptam o gráfico. 

Il) Imagem Im(f) é o conjunto das ordenadas dos pontos do gráfico, isto é, 
o conjunto das ordenadas dos pontos tais que as retas horizontais por eles conduzi- 
das interceptam o gráfico. 
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Exemplos: 
y 
De = [=2. 1] D(f) = Rt 
Im(f) = [4, 4] Im(f) = R$ 


Uma função está bem definida quando são conhecidos D(f), CD(f) e a lei de 
correspondência y = f(x). É comum, entretanto, darmos apenas a sentença aberta 
y = f(x) para nos referirmos a uma função f. Nesse caso, fica subentendido 
que D(f) é o conjunto formado pelos números reais cujas imagens são reais, isto é: 


xe D(f) > y=fXMy ER 


5. Funções iguais 


Duas funções f? A — Be g: C — D são iguais se, e somente se, A = C, 
B=De f(x)=g(x) paratodo xe a. 


Exemplos: 


1) Se A=(-1,0,1)e B=(0,1,2,4), as funções fA-Be g A-B 
dadas por f(x) = x2 e g(x) = x! são iguais, pois: 


feiy= (== (=P =s-d) 


2º) Se A = Rte B = R,as funções f A — Be g: A — B dadas por 


2 
f(x) =x— 2 e g(x) = A são iguais pois, para todo x E R*, temos: 


x2 — 2x 
X 


Gy == Ze i= 2) = g(x) 
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II. Principais funções elementares 


6. Funções polinomiais 


Dada a sequência finita de números reais (ao, a1, a», ..., an), chama-se função 
polinomial associada a esta sequência a função f: R— R dada por: 


f(x)=ao+rax+axº +... + ax” 


Os reais ao, 4, ao, ..., an São chamados coeficientes e as parcelas ao, ajX, 
azx2, ..., anX” são denominadas termos da função polinomial. 

Uma função polinomial que tem todos os coeficientes nulos é chamada 
função nula. 

Chama-se grau de uma função polinomial f, não nula, o número natural p tal 
que a £ 0 e a=0 paratodo i> jp. 


Exemplos: 

19) f(x) =1+2x+ 5x2 + 7x) tem grau 3 

2º) g(x) = 2 + 3x? tem grau 2 

3º) h(x) = 1 + 4x tem grau 1 

4º) i(x) = 3 tem grau O 

Uma função polinomial do tipo f(x) = k, isto é, uma função em que ao = k 
ea=a,=..= O é chamada função constante. 

O gráfico de uma função constante é y 


uma reta paralela ao eixo dos x, pelo pon- 
to (0, k). A imagem é o conjunto Im = (kb. 
(0, k) 


Uma função polinomial que apresenta ao = ba, =a*0ea,;=ags=..= 
é chamada função afim; portanto, afim é uma função polinomial do tipo f(x) = ax + b, 
com a Z 0. 
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O gráfico de uma função afim é uma reta passando pelos pontos (0, b) e 
(>. o) Quando a > 0, a função afim é crescente e, se a < O, ela é decres- 


cente. Sua imagem é R. 


Uma função polinomial quetemaç=c, aa =baa=a*z0eas=a=..=0 
é chamada função quadrática; portanto, quadrática é uma função polinomial do tipo 
f(x) = ax2 + bx+ c, coma £ O. 


O gráfico de uma função quadrática é uma parábola que tem eixo de simetria 


b ERA b Ar ; 
na reta x= a e vértice no ponto vi +) Se a>0, a parábola tem con- 


cavidade voltada para cima e, se a < O, para baixo. Conforme A = b2 — 4ac seja 
positivo, nulo ou negativo, a interseção da parábola com o eixo dos x é formada por 
2,1 ou nenhum ponto, respectivamente. 


Assim, são os seguintes seis tipos de gráficos que podem ser obtidos para 
funções quadráticas. 


(o) 


a>0 
e 
A<O0 


y a>0 


A>0 


...4..... 0022 | 0 V 
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1. Funções circulares 


Dado um número real x, seja P sua imagem no 
ciclo trigonométrico. As coordenadas de P em relação 
ao sistema uOv, OP, e OP, são chamadas cos x (cos- 
seno de x) e sen x (seno de x), respectivamente. 


Chama-se função seno a função f: R — R que associa a cada real x o real 
OP, = sen x, isto é, f(x) = sen x. 

São notáveis as seguintes propriedades da função seno: 

1º) sua imagem é Im = [-1,1], isto é, —1=senx<= 1 paratodo xe R; 

2º) é periódica e seu período é 27; 


3º) seu gráfico é a senoide. 


Chama-se função cosseno a função f:R— R que associa a cada real x o real 
OP, = cos x, isto é, f(x) = cos x. 

São notáveis as seguintes propriedades da função cosseno: 

1º) sua imagem é o intervalo [—-1, 1], isto é, —1 <= cos x = 1 para todo 

xe R; 

2º) é periódica e seu período é 27; 


3º) seu gráfico é a cossenoide. 
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Para x ER ex E + km (k E Z), sabemos que cos x O e, então, exis- 


) sen x 
te o quociente 


OE denominado tg x. 


Chama-se função tangente a função f: E ERIxz E + ka) — R que 


senx . ) 
associa a cada x o real tgx = ————, isto é, f(x) = tg x. 


cos x” 


Destacam-se as seguintes propriedades da função tangente: 

1º) sua imagem é R, isto é, para todo y E R existe um x E R tal que 
tgx=y, 

2º) é periódica e seu período é 7; 


3º) seu gráfico é a tangentoide. 


y=tgx 


8. Funções exponenciais 


Dado um número real a, com O < a * 1, chama-se função exponencial de 
base a a função f: R — R definida pela lei f(x) = a*. 
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Destacamos as seguintes propriedades das funções exponenciais: 
1º) sua imagem é R$, isto é, aX> 0 paratodo xE R; 
2º) se 0<a<1, a função é decrescentee,se a > 1, a função é crescente; 


3º) seu gráfico tem um dos seguintes aspectos: 


y=a y=a 


EXERCÍCIOS 


1. Construa os gráficos das seguintes funções definidas em KR: 


é = 1, sex=<0 - = x+1, sex<o0 
ay ij 2, sex>0 8) fato) = (x— 12, sex=0 
b) Ex —1, sex<1 prgii= x2+2x+1, sex=<0 
) folk x sex>1 ) fo) = X2+1, sex>0 

x, sex * O 

1, sex=0 

—x, sex < —1 
d) fa(x) O, se-l<=x<=1 

x, sex>1 
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2. Construa os gráficos das seguintes funções elementares: 


ado E o 
a) f(x) = |x|, isto é, f(x) = de cabe 
b) EO) =1g Se x%0 e g0)=0 
c) h(x) +,x%0 

4 


e) jlx) = xº 


3. Construa o gráfico da função f:R — R dada pela lei: 
cos x, para x<=0 
Nox, para x> 0 


III. Composição de funções 


9. Definição 


Dadas as funções f:A—B e g:B->C, chama-se função composta de g com f 
a função F: A — C definida pela lei F(x) = g(f(x)). 


A Cc 


B 


Isso quer dizer que a função F leva cada x E A no elemento F(x) obtido da 
seguinte forma: sobre x E A aplica-se f, obtendo o elemento f(x) E B, e sobre f(x) 
aplica-se g, obtendo-se o elemento g(f(x)) E C, também chamado F(x). 
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A função F, composta de g e f, também pode ser indicada com o símbolo gof 


(lê-se: "g círculo f"). 


10. Exemplos: 
1º) Consideremos os conjuntos A = (-1,0,1,2, B = (0,1,2,83, 4), 
C=(1,3,5, 7,9). Consideremos também as funções f: A — B tal que f(x) = x2 


e g:B->C talque g(x) = 2x + 1. 
É imediato que: 


f(-1)=1, H0)-0,f1)-1 e f(2)-4 
Também é evidente que: 
so) =1, 1)=3,82)-5,&3)=7 e g(4)=9 


Nesse caso, a função composta F é a função de A em C que tem o seguinte 


comportamento: 


A função F tem também uma lei de correspondência que pode ser encontrada 


se procurarmos o valor de F(x): 


FW) =gsfo)=2-fW)+H1=2X2+1 
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De forma geral, para obtermos a lei de correspondência da função composta 
F = go f devemos trocar x por f(x) na lei de g. 

2º) Sejam as funções de R em R: f(x) = sen x e g(x) = x2. A composta de g 
com fé a função F:R — R tal que: 


F6) = (go fx) = elfo) = (ft)? — sen? x 


3º) Sejam as funções de Rem R: f(x) = 2x e g(x) = e*. A composta de g com 
fé a função F:R— R tal que: 


F(x) = (go fx) = g(f(x) = ef) = ex 


11. Observações 


1º) A composta go f só é definida quando o contradomínio de f é igual ao 
domínio de g. 

2º) Quando A = C, istoé, ff A-Be g: B-A é possível definir duas com- 
postas gof=F efog=F. 

Assim, por exemplo, se f:R, — R é dada por f(x) = Nx e gs: R>R, é dada 
por g(x) = x2 + 1, temos: 

Fi(x) = (go NX) = g(foy) = (92 + 1 =(0x)Pr1=x+1 


Fo(x) = (fo gXx) = f(g(x)) = Vg(x) = 1x? + 1 
sendo R:R,—R, e B:R>R. 


De maneira geral, quando ambas existem, go f e fog são funções distintas 
e isto nos obriga a dobrar a atenção quando compomos. 


12. Para a compreensão de alguns assuntos deste livro é fundamental que saiba- 
mos decompor (sempre que isso for possível) uma função em duas ou mais funções 
elementares. 


Exemplos: 


1º) A função F(x) = sen2 x deve ser vista como F(x) = (sen x)2; portanto, F 
é a composta go f, sendo g(x) = x? e f(x) = sen x, uma vez que o esquema para 
calcular F(x) a partir de x é o seguinte: 


e a 2 
x — senx E (sen x) 
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2º) A função F(x) = cos e + 1 como seria decomposta? Olhando o esquema 


para calcular F(x), temos: 


Ko Bê + 1o=+ pri = cos pt +1 
f g h 


então F é a composta ho (go f), sendo f(x) = 3x2 + 1, g(x) = e* e h(x) = cos x. 


EXERCÍCIOS 


- Se fA—B é dada pelalei f(x) =x — 1, g:B— C é dada por g(x) = 2x + 1, 
A=(1,2,3, B-=(0,1,2,3,4) e C-(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9), determine 
os pares ordenados que constituem go f. 


-. Sefe g são funções de R em R dadas pelas leis f(x) =X e gx) =x +41, 
obtenha as leis que definem as compostas: gof, fog, fof e gos. 


- Sejam as funções reais f(x) =x +2, g(x) =x2 e h(x) = 2*, Determine ho go f 
e fogoh. 


- Determine as funções elementares fe g de modo que go f=F, quando Fé uma 
função real dada por uma das leis abaixo: 


a) Fo) = 2 + 1] d) Fx) = tg? x 
b) F(x) = sen (x2 + 4) e) F(x) = 2008* 
c) FO) = tg x? f) Fw) = sen 3 


.« Determine as funções elementares f, g e h de modo que ho go f = F, sendo F 
uma função real dada por F(x) = cos 2* 13, 


IV. Funções inversíveis 


13. Dada uma função f: A — B, consideremos a relação inversa de f: 


ti-(yyeBxAlKy Ef 


8 | Fundamentos de Matemática Elementar 


FUNÇÕES 


Quase sempre f 1 não é uma função, ou porque existe y E B para o qual 
não há x€E A com (y,x) Ef? ou porque para o mesmo y E B existem x,,x, E À 
com x * xo, (gx) Ef1ie (yx>) E f?. Vejamos dois exemplos: 


fé função f”! não é função 
A B B 


(5 não tem correspondente) 


fé função f”! não é função 


B B A 
(3 tem dois correspondentes) 


É imediato que f"1 é uma função quando todo y E B é o correspondente de 
um único x€ A. 


14. Definição 


Uma função f: A — B é inversível se, e somente se, a relação inversa de 
f também é uma função, isto é, para cada y E B existe um único x E A tal que 


y = f(x). 
Indica-se a função inversa de f com a notação f 2. 
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15. Observações 


1º) Sendo f 2 a função inversa de f, temos as seguintes propriedades: 


a) D(f 1) = B = Im(f) 

b) Im(f!) = A = D(f) 

co) ygM)eEfi o (KWETÍ 

d) o gráfico de f! é simétrico do gráfico de f em relação à reta y = x. 


2º) Dada a função inversível f: A — B, definida pela lei y = f(x), para obter- 
mos a lei que define f 1 procedemos assim: 
a) transformamos algebricamente a expressão y = f(x) até expressar- 
mos x em função de y: x = f4(y). 
b) na lei x = f 4(y) trocamos os nomes das variáveis (x por y e vice- 
versa), obtendo a lei y = f Hx). 


Assim, por exemplo, se f:R — R é dada por f(x) — 3x + 2 e queremos obter 


a inversa de f, temos: 


fg=y=+2>x=152 


Permutando as variáveis, temos: 


x— 2 
3 


X= 2 
3 


portanto, f 1 é uma função de R em R dada por f 4x) = 


16. Inversas notáveis 

Há algumas funções, inversas de funções elementares, cuja importância é 
grande para o estudo que faremos neste volume: 

a) Função y = Nx 


A função f: R, — R, dada pela lei de correspondência y = x2 é inversível. 
Sua inversa é f!: R, — R, dada por y = Vx. Seus gráficos, simétricos em rela- 
ção à bissetriz do 1º quadrante, são os seguintes: 
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b) Função logarítmica: y = log, x(0 <a + 1) 


A função f:R— RX dada pelalei y = a”, O<a 1, chamada exponencial, 
é inversível. Sua inversa é f !: R$ — R dada por y = log, x, chamada logarítmica. 
Dependendo do valor de a, os gráficos da logarítmica e da exponencial tomam um 
dos aspectos seguintes: 


Fá f(x) = log, x 


c) Função arco seno: y = arc sen x 


A função seno (y = sen x), quando restrita ao domínio e ao contra- 


pa 

2" 2 
domínio [—-1, 1], é inversível e sua inversa é a função de [—-1, 1] em [-5 z 
dada pela lei y = arc sen x. 
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A partir da senoide, usando a simetria 
em relação à bissetriz y = x, construímos 
o gráfico ao lado. 


d) Função arco cosseno: y = arc cos x 


A função cosseno (y = cos x), quando restrita ao domínio [O, 7] e ao contra- 
domínio [—1, 1], é inversível e sua inversa é a função de [—-1, 1] em [0, m] dada 
pela lei y = arc cos x. 


Analogamente à função anterior, temos o gráfico abaixo. 


yY = arc cos x 


e) Função arco tangente: y = arc tg x 


A função tangente (y = tg x), quando restrita ao domínio Hã z| e ao 
contradomínio R, é inversível e sua inversa é a função de R em H& 3 dada 


pela lei y = arc tg x. 
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Eis o gráfico: 


 Y= tgx Ê y= arctgx 


EXERCÍCIOS 


9. Examine cada uma das funções abaixo e estabeleça quais são inversíveis. Para 
estas, defina a inversa. 


a) fila,b, c) — (a',b',c' tal que f = ((a, a”), (b, b'), (c, c)) 

b) 8:(1,2,3)— (4,5,6, 7) tal que g(1) = 4,g(2) = 6e g(3) = 4 
c) h:R>R tal que h(x) = 1 — 5x 

d) :R-R talque (x) =X — 2 

e) jiR —R, tal que j(x) = x2 

f) p:R* — R* tal que p(x) = e 


10. Determine a inversa da função f:R — R assim definida: 


x, quando x = 1 


+ 
TO) = A, quando 1 <x=<3 


x2— 7, quando x > 3 


11. Sejam AS funções f: R — R tal que f(x) = 2x — 3 eg: R — R tal que 
g(x) = Vx — 1. Determine a função g to f1. 
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12. Determine a inversa da função f: R$ — R dada por f(x) = log Vx. 


13. Determine a inversa da função e[-EEf-ras dada pela lei ty) = sen 


V. Operações com funções 


17. Adição 


Dadas duas funções f.A— Be g: A- B, chama-se soma f + g a função 
h: A > B definida pela lei h(x) = (f + g)(x) = f(x) + g(x). 

Por exemplo, sejam as funções de R em R: f(x) = e* e g(x) — e”*, Sua soma 
é a função h(x) = eX+ ex. 


18. Subtração 


Dadas duas funções f! A — Be g: A — B, chama-se diferença f — g a 
função h: A — B definida pela lei h(x) = (f — g)(x) = f(x) — g(x). 

Como exemplo, sejam as funções de R em R: f(x) = sen x e g(x) = log x. Sua 
diferença é a função h(x) = sen x — log x. 


19. Multiplicação 


Dadas as funções f: A — Be g: A- B, chama-se produto f - g a função 
h: A — B definida pela lei h(x) = (fe)(x) = f(x) - g(x). 

Assim, se f(x) = x? e g(x) = cos x são funções de R em R, seu produto é a 
função h(x) = x2- cos x. 


20. Quociente 


Dadas as funções f: A — Be g: A-— B, chama-se quociente - a função 


h: A — B definida pela lei h(x) = EO = de para xesn=(xea|g(x) + 0) 


Assim, se f(x) = x2 e g(x) = x — 1 são funções de R em R, seu quociente é a 


função h(x) = z x T definida em R — (1). 
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I. Noção intuitiva de limite 


(2x + 1)(x — 1) 
(x — 1) 
Se x % 1, podemos dividir o numerador e o denominador por x — 1, obtendo 
f(x) = 2x + 1. 
Estudemos os valores da função f quando x assume valores próximos de 1, 
mas diferentes de 1. 


21. Seja a função f(x) = definida para todo x real ex £ 1. 


Atribuindo a x valores próximos de 1, porém menores que 1, temos: 


Se atribuirmos a x valores próximos de 1, porém maiores que 1, temos: 


Observemos em ambas as tabelas que, quando x se aproxima cada vez mais 
de 1, f(x) aproxima-se cada vez mais de 3, isto é, quanto mais próximo de 1 estiver x, 
tanto mais próximo de 3 estará f(x). 
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Notemos na primeira tabela que: 


x= 0,9 > f(x) = 2,8 istoé,x—1=-0,1 > f(x) —-3=-0,2 
x=0,99 = f(x) =2,98 istoé,x—-1=-0,01 > f(x) —3=-—0,02 
x=0,999 > f(x) = 2,998 istoé,x-1=-0,001 > f(x) —-3=-—0,002 
e a segunda tabela nos mostra que: 

x=1,1 > f() = 3,2 istoé,x—-1=0,1 > fx) —-3=0,2 


x=1,01 => f(x) = 3,02 istoé,x—-1=0,01 > f(x) —-3=0,02 
x= 1,001 => f(x)=3,002 istoé,x-1=0,001 = f(x)-3=õ0,002 
portanto, pelas duas tabelas vemos que: 

Ix— 4]= 0,1 => If(x) — 3] = 0,2 

x-1)=0,01 => f(x) - 3] = 0,02 

Ix — 1) = 0,001 = If(x) — 3] = 0,002 


Observemos que podemos tornar f(x) tão próximo de 3 quanto desejarmos, 
bastando para isso tomarmos x suficientemente próximo de 1. 

Um outro modo de dizermos isto é: podemos tornar o módulo da diferença entre 
f(x) e 3 tão pequeno quanto desejarmos desde que tomemos o módulo da diferença 
entre xe 1 suficientemente pequeno. 


22. A linguagem utilizada até aqui não é uma linguagem matemática, pois ao di- 
zermos "l|f(x) — 3] tão pequeno quanto desejarmos" e "|x — 1] suficientemente 
pequeno", não sabemos quantificar o quão pequenas devem ser essas diferenças. 

A Matemática usa símbolos para indicar essas diferenças pequenas. Os sím- 
bolos usualmente são € (épsilon) e ô (delta). 

Assim, dado um número positivo e, se desejamos If(x) — 3] menor que e, 
devemos tomar |x — 1] suficientemente pequeno, isto é, devemos encontrar um 
número positivo ô, suficientemente pequeno, de tal modo que: 


O<p=1|<b=>|iby=-aj<e 


A condição O < |x — 1] é neste caso equivalentea O = |x— 1], isto é,x £ 1, 
porque estamos interessados nos valores de f(x), quando x está próximo de 1, mas 
não quando x = 1. 
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É importante perceber que 8 depende do £ considerado. Nas duas tabelas 
vemos que: 
19) |x-1]=01>|Ifxy-3]=0,2 
então, se for dado e = 0,2, tomamos 6 = 0,1 e afirmamos que: 
o<|x-1)<o1>Ify-3|<o,2 
29) |x— 1] = 0,01 = If(x) — 3] = 0,02 
então, se for dado e = 0,02, tomamos 8 = 0,01 e temos: 
o<|x-1]<0,01 > lftx) — 3] < 0,02 
3º) |x — 1] = 0,001 > If(x) — 3] = 0,002 
então, se for dado e = 0,002, tomamos 8 = 0,001 e temos: 
0O<|x-1|< 0,001 = lIf(x) — 3] < 0,002 


€ E l 
Notemos que, dado £, tomamos 6 = > Generalizando, afirmamos que, 


: sei £ 
qualquer que seja o valor positivo e, podemos tomar 8 = 2 tal que: 


o<hk-1<a=-5 = Ihy-3<e 
De fato: 
o<k-d<a=5 > b-il<5=>2k-1|<e> 
> |2x-2|)<e>|2x+1-3<e> Ifoy-3]<e 
—— 
ft9) y 


Notamos que 


Oo<|x-1|<85S1-8<x<1i+8exz1 
e 

fy)-3]<es3-e<f)<3+E 

vejamos qual é o significado de £ e 6 no gráfico ao 

lado. 


Paratodoxentre 1 -3Se1l+5ex=1, te 
mos os valores de f(x) entre 3 -e e 3 +e. 


: e a Rb RD ui : 
23. O valor considerado > para ô não é único, é simplesmente o maior valor que 


ô pode assumir. 
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Assim, se considerarmos 53, = z teremos também: 
o<hk-i|<3=-5> fo) —3|<e 
De fato: 
e e 2e 
O<kx-d|<B=s > |x 1<s => 2|x— 1] < 3 > 
stx-d<EsIxri-g<Ês 
“1 
f(x) 
2 2 
> lfoy - 3! < “ = |by-3|<e [poi < ) 
Considerando 3, < 8, percebemos que y 


o intervalo de extremos 1 — 84 e 1 + à& 
está contido no intervalo de extremos 1 — 8 
e 1+6 e, portanto, todo x que satisfaz 
1-S84<x<i+%ãex*1 

satisfará 

1-8<x<1i+8ex+*1 

e, consequentemente, teremos 


3-e<fi)<3+E * 


o que pode ser confirmado no gráfico ao lado. 
Quando, para qualquer valor polsitivo £, podemos encontrar um valor apropria- 
do para ô tal que: 


o<|x-1|<s >Ifby-3|<e 
dizemos que o limite de f(x), para x tendendo a 1, é 3. Em símbolos: 
lim f(x) = 3 
x> 1 


II. Definição de limite 


24. Seja | um intervalo aberto ao qual pertence o número real a. Seja f uma função 
definida para x € | — fa). Dizemos que o limite de f(x), quando x tende a a, é Le 
escrevemos lim f(x) = L, se para todo e > O, existir 3 > O tal que se 

x>1 


o<l|x-al<s então |f(x) — L|<e. 
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Em símbolos, temos: 


im fy=Léo (ve>0,35>0]0<|x-al<a > Ify-L|<e) 


=> àl 


É importante observarmos nessa definição que nada é mencionado sobre o 
valor da função quando x = a, isto é, não é necessário que a função esteja definida 
em a. Assim, no exemplo anterior, vimos que: 

(2x + 1)(x — 1) 


lim ————w = lim (2x+1)=3 
x>1 (x — 1) qn 


(2x + 1x — 1) 


x— 1) não está definida para x = 1. 


mas f(x) = 
Pode ocorrer que a função esteja definida em a e lim f(x) z f(a). 
x— a 


Por exemplo, na função 


2x+ 1 sex 1 
s; sex=1 


lim fo)= lim (2x+D=3f(1) 


x> 1 x— 1. 


É importante ter sempre em mente no cálculo de lim f(x) que interessa o 
x— a 


comportamento de f(x) quando x se aproxima de a e não o que ocorre com f quan- 
do x=a. 

O próximo teorema afirma que uma função não pode se aproximar de dois 
números diferentes quando x se aproxima de a. É o teorema da unicidade do limite 
de uma função; ele nos garante que, se o limite de uma função existe, então ele 


é único. 
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III. Unicidade do limite 


25. Teorema 


Se lim f(x) =L, e lim f(x) = L,, então L, = Ls. 
x— a x— a 


Demonstração: 


Demonstraremos este teorema por redução ao absurdo. 
Supondo L, + L5, temos: 


lim f(x) = Ly, vem: 
X—>"4 


ve>0,35>0]0<I|x-al<3 > ft) -L<e (1) 
lim f(x) = L5, vem: 
x— a 

ve>0,35>>0]0<lx-al<3 > ft) —L<e (2) 

Escrevendo L, — L5 como L, — f(x) + f(x) — L5 e aplicando a desigualdade 
triangular (la + b| = lal + |b], Va, b E R), temos: 

[Lá — Lo) = (Ly — fog) + (fo) — Lo)] = [tá — fog] + Jito — Lo] = 

= [ftx) — Li] + |ftx) — Lo] 

Chamando de 8 o menor dos números 3, e 35, temos à <= 3d, e à< od econ- 
siderando (1) e (2), temos: 

Ve > 0,46 > O tal que: 

o<Ikx-al<e > l|fty-L)+ fo -—L|<2e 
mas |L; — Lo) < |ftx) — Lu] + lftxy) — Lo), então: 

Ve > 0,969 > O tal que: 

o<Ix-al<e => | —Ly)<2e 


[Ly — Lol 
Se tomarmos e = Do vem: 


[Ly — Lo 
para e = > , 5d = min (54, 95) 


talque O<Ix-al<e => | -L|<l| — | 


que é uma contradição e, portanto, a nossa suposição é falsa. Logo L, = Ls. 
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EXERCÍCIOS 


14. Seja a função f definida por f(x) = 5x — 2 para todo x real. Se lim f(x) = 8, 
encontre um ô para e = 0,01 tal que: x—2 


o<|x-2|<s > Iftx)-8|<0,01 


Solução 


fx) — 8|<0,01 6 [(5x-2)-8|<0,01 6 |5x-10]<00 & 
e 5-:x-2])<0,01 é |x- 2]< 0,002 

Se tomarmos ô = 0,002, teremos: 

o0o<I|x-2|<0,002 > If(x) —- 8|< 0,01 

Notemos que qualquer número positivo menor que 0,002 pode ser usado 
no lugar de 0,002 como sendo o à pedido, isto é, de O < 8, < 0,002, a 
afirmação 

o<|x-2)<sa => Iftxy-8|<o,o 

é verdadeira, porque todo número x que satisfaça a desigualdade 
O <|x-—2|< 8, satisfará também a desigualdade O < |x — 2] <3. 


15. Seja f uma função tal que f(x) = 3x + 2,x E R. 
Se um f(x) = 5, encontre um d para e = O,01talque O<|x- 1|<5 > 
Xx— 


=> lf(x) — 5] < 0,01. 


16. Dada a função f tal que f(x) = 5 — 2x,x E R, determine um número 8 para 
e = 0,001 de modo que O < |x+ 2) < 8 = If(x) — 9] < £, sabendo que 
lim f(x) = 9. 
X=— =2 
x2 = 
17. Seja a função to E E definida para todo x reale x —1. Sabendo que 


ua f(x) = —2, calcule 8 de modo que 0<|x+1|<8 > If) + 2] < 0,01. 


x— — 


= 4, quão próximo de z deve estar 


2 — 
18. Supondo conhecido que lim da So 3 


aa 3x — 2 


. 9X2-4 . = . o 
x para que a fração 2x0 2 esteja próxima de 4, com aproximação inferior a 
0,0001? 
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19. Usando a definição, demonstre que lim (3x + 2) = 5. 


| 
x> 1 
Solução 

Devemos mostrar que, para qualquer e > O, existe 9 > O tal que: 
o<|x-1)<s > I(3x+2)-5|<e 

Notemos que: E 
(3x+2)-5|<e o |%x-—-3]<e o 3kx-—1|<es be= 4] 


£ 
Assim, se escolhermos ao teremos: 

£ 
ve o a ONO p= so (3x+2)—- 5|<e 
De fato, se E : 
o<l|x-1|<s =3 > k-1|<5 > 3kx-1]<e > 


> |3x-3])<e> I(3x+2)-5|<e 


20. Demonstre, usando a definição, que: 
a) lim (4x — 1) =7 b) lim (4-2) =-2 c lim (3x—-2)=—5 
x—2 x—3 1 


né 
21. Demonstre, usando a definição, que: lim xX2=4. 
x>1 


Solução 


Devemos provar: 
vVve>0,358>0|0<|x-1|<s>|x2-1]<e 


Notemos que: 
X-1<e> -ce<x2-1<e>1-e<x<1i+e 


Suponhamos que o valor de 8 que queremos encontrar seja menor ou igual 
a 1, isto é, 
0O<|x-1|<ô<1>|x-1|<1i>-1<x-1<1>0<x<2 
e, sendo e'> 0 talquese O<e<1 então e'-€e ouse e=1 então 
O<e'<1, temos: 
l-ex1-ce<y<lt+e<1i+0>0<1-ce<x<lt+e > 
>1-e<bl<Mi+r+e>VI-e<x<li+tes> 
x-1]</1+e-1 


Ss WMl-e-il<x-od<avlre-is e 
k=dj<i =H=E 
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22. 


23. 


Notando que 

Oo<vVi+e'-1<1-V1-€'<1 temos: 

paratodo e >0, existe 8=V1 +e'-1 emquee'=e se0O<e<1 
ou 0O<e'<1 seeg=1, tal que: 

0O<|x-1|<o>|xX —-1|]<e 

De fato, 

o<kx-1|<s>|x-g]<M1i+e-1> 

> V1-e-1<1-V1+e<x-1<V1+€-15 

=> N1-e'-1<x-1<N1+e'-15N1-e'i<x<vi+res 


51-e<x<1i+e> ce<x-I1<e > |x2-1]<e<e 


Prove pela definição de limite que: 
a) lim x2=4 b) lim (x +1)=10 co) lim (1-x2)=—3 
x=— 2 x— —3 x— 2 


=3. 


9 
iniçã imi | 
Prove pela definição de limite que Rue Ca 


Solução 
Devemos provar: 


vVve>0,3158>0|0<|x-2|)<ô > E <E 
Xe ál 


Notemos que: 


9 9 9 
MET cc nen O = CT CT 


Considerando e'>0, talque e'=e se 0O<e<3 ouO<e'<3 see=83, 
temos: 


LA 9 1 
Sie OR no Cu 
0<3-€'< E) <3+e' 
= £ Ea ES 
1 qd a il 9 e dps 9 
2 EA 9 E sn EO 
9 9 
- ap Cava 3 = 
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24. 


25. 


26. 


LIMITE 


3e' —3€' 
= 3 -2k4=-2> SE! = 
3e' 
— 2|< 
[pa] E 
e 
= 
3e' 
— 2|< 
x — 2] Se 
3e' 3e' : 
Notando que O < E temos para todo e > O, existe 


Se  S-g" 
3=55>0 emque e'=e se 0O<e<3 ou O<e'<3 see=83, talque: 


9 
0o<|x-—2| <ã= Ep -a|<e 


De fato: 
EO po 
Sar e 
=8" 3e' 3e' 
Sao “é CEE 
= eye” 3e' 
<x—2< 
A SERA Va O ea 
a 3<x—2< É) 
SEE É = sá 
9 9 ql x+1 ál 
É rag O ess SEIS CDS FED E 
> 3-6 po At em s CO 
9 
o jse=e 


Ufa! Quanto trabalho! Será que vai ser sempre assim? Não, com as proprie- 
dades dos limites (item seguinte) evitaremos tantos artifícios. 


: 6 
Prove pela definição de limite que lim ão e 
x> 1 


j x+2 
Prove pela definição de limite que lim = =4. 
> 2 4-4 


Prove pela definição de limite que a g=1. 
X — 
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IV. Propriedades do limite de uma função 


26. No parágrafo anterior vimos que, para provarmos lim f(x) = L, devemos exibir 
um ô9> O para um dado > 0. is 

Considerando que frequentemente uma função é construída a partir de fun- 
ções mais simples; por exemplo uma função polinomial f é uma soma finita de 


funções do tipo f(x) = ax' em que a ER e ieN, isto é: 
n . n 
flx)=ao+tax+ax+..tax = DX ax= E f(x) 


Se as funções f, têm limites para x tendendo a a, então uma combinação 
conveniente nos fornece o limite de f quando x tende a a. 


A fim de que não tenhamos que voltar repetidamente à definição de limite 


para provarmos lim f(x) = L, vamos apresentar as propriedades algébricas do 
X—+ a 


limite de uma função. 


No que segue estamos supondo que a é elemento de um intervalo aberto |, 
e que em | — (a) estão definidas as funções f, g, ... "envolvidas" na propriedade. 


21. 1º propriedade 


"Sece Refé a função definida por f(x) — c, para todo x real, então 
lim c=c." 
x—a 
Demonstração: 
Devemos provar: 
ve>0,38>0|0<l|x-al<s => Ifby-c|<e 
É sempre verdadeiro, pois: 


fx) — cl=|c-cl=0<e 


28. 2º propriedade 


Se ceR e im [c-f(M)] = c- 


im f(x) = L, então | | 
a X=—+a Xx— 


| 
Xx— 
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Demonstração: 
Devemos considerar dois casos: 
1º caso: c = O 


Sec=O,então c-f(x) = O0O-f(x =-0ec-L=O0O-L=0. 
Pela 1º propriedade, temos: 

lim [e-f(x)]= lim 0=0=c:L 

X=+id x—>— a 


2º caso: c+ O 


Devemos provar: 

ve>0,35>0|l0<l|x-al<s > le-f(xy-—-c-L|<e 
Temos, por hipótese: 

lim f(x) =L 


X-—+:a 
isto é, 
ve>0,38,>0|l0<I|x-al<a, > Ift)-L|<e 


Então Ve > O, considerando Ter temos: 
33>0l0<|x-al<s > Nous 


isto é, 
35>0|0<l|x-al<s > lel-Ifx) —- L|< 


ou seja: 


35>0lo<Ix-al<s >Ile-f(xy)y—-c-L|<e 


29. 3º propriedade 


im (+) =L+M. 


Se lim f(x) =Le lim g(x) =M, então | 
a x— a 


| 
x—a x— 


Demonstração: 


Devemos provar: 
ve>0,3985>0|0<|x-al<s > If+gb)-(L+M|<e 
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LIMITE 


. € 
Para todo £ > O, consideremos > Temos: 


a, >0lo<hk-al<ã > ly -LI<5 


a,>0l0<|k-al<d > ty -MI<5 


Considerando ô = min (64, 95) e, portanto, = 0, e 3 = 35, vem 


8=min (8,3) |0<Ix-al<ôs > If) — L + go) — Mi<S+5=e 
Mas, pela desigualdade triangular, temos: 
lfo) — LI + go) — MI = ft) + go) — (L + Ml = I(f + go) — (L + Ml 
então: 


33=minfs,5»lo<Ix-al<a> Ift+epy-(L+M<e 


30. Esta propriedade pode ser estendida para uma soma de um número finito de 
funções, isto é: 


Se lim f(x) = Ly, lim fo) = Lo, ..., lim f(x) = Ly, então 
a x>— a Xx—"d 


= 


lim tb += Li +HL +. + 
Xx— a 


Demonstração: 


Deixamos como exercício para o leitor. 


31. 4º propriedade 


Se lim f(x) = Le lim g(x) =M, então lim (f- gx) =L-—M. 
x>— a X="ia x— a 
Demonstração: 


im (f — gx) = ao DO — 809)] = 


| 
x—a 


lim f(x) + 
Xx— a 


im [(=1) - g(x)] = 
a 


| 
Xx— 
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32. Antes de passarmos para a próxima propriedade, vamos considerar dois 
lemas: 


Lema 1 
lim f(x) = L se, e somente se, lim (f(x) — L) = 
X=+:a x— a 


Prova: 


im (fy=Lée (ve>0,35>0|0<I|x-al<s > Iity-L|<e) é 
x—a 


e (ve>0,38>0|0<|x-al<s => Ifby-L-o|<e) & 


es lim (f(x) — L) = O 
x—a 
Lema 2 
lim f(x) = Le lim g(x) = 0, então lim (f- gx) = 0 
x—a Xx— q Xx— q 
Prova: 


Devemos provar que: 
ve>0,395>0|0<I|x-al<s > If(x)-gúwy|<e 


Considerando que lim f(x) = L, isto é, 
x— a 


ve>0,38>0|0<l|x-al<s > Ifby-L|<e 
e fazendo e = 1, vem: 
aj, >0l0<|x-al<a > Iihy-L|<1 
mas |f(xy)| — |L| = |f(x) — L| e portanto: 
3,>0l0<Ix-al<a, = Ifbyl<1+ IL (1) 


Considerando que lim g(x) = O, isto é, 
x—a 


ve>0,398>0|0<lIx-al<s > Igx|<e 


e tomando ET temos: 


+ IL 


33, >0l0<Ix-al<a > Igoy<—É 


1+I|L| 
isto é, 


33, >0l0<Ix-al<ã > (1+1L)-IgwWy<e (2) 
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Sendo ô = min (64,95), e portanto à = 3, e 8 = 55, temos: 
Ve>0,38=min(3,55) >0|lo<I|x-al<s > 
= If) + god! = Iftol - leo] < (1 + IL] - Iggy] < e 
(1) (2) 


33. 5º propriedade 


im (f- 90) = LM. 


Se lim f(x) =Le lim gx =M, então | 
a x—a 


| 
x—a x— 


Demonstração: 


Notemos que: 
(F- 0) = 69) - gb) = f(x) - go) — L- gl) + L- gx) — LM + LM 
isto é: 
(f- 0) = [fb) — L] - go) + L- [g(x) — M] + LM 
Considerando que: 
9) lim fo)y=LoS lim [f(x) — L]=0, 
x—a x— a 


2) lim g)=M S&S lim [gx) —- M|)=0, 
a Xx— dq 


| 
Xx— 


im (lr) — L] -gogj = 0 


| 
x—a 


3) lim [f6)— L]|=0 e lim g)y=M> 
x>— a Xx—a 


lim (+ 809 = tim dlfoo — L] + 809 + L- [809 — M] + LM) = 


= lim (ro) — L] -gooh+ lim (L-[go) — MJ + lim LM = 
a x> a Xx— a 


=» 


=0+L- lim [gx -—M|)+LM=L-O+LM=LM 
Xx—"a 


34. Esta propriedade pode ser estendida para um produto de um número finito de 
funções, isto é: 


Se lim f(x) = Ly, lim f5(x) = L5,..., lim fi(x) = Ln, então 
x— a x— a x— a 
lim (fiofo cc f)b) = Ly: Loc. Lo. 
x—a 
Demonstração: 


Deixamos como exercício para o leitor. 
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35. 6º propriedade 


Se lim f(x) =L, então lim (f(x) = Lº, nE NX. 
x>— a x— a 


(Trata-se do caso particular da propriedade vista no item 34, fazendo 
ft, ==. =fh=f) 


36. antes da próxima propriedade, vejamos mais dois lemas: 


Lema 3 


Se lim f(x) = L + O, então existem 8 e N positivos tais que 
x—a 


o<|x-al<s > Ifoy)|>N. 
Prova: 
De lim f(x) = L, vem: 


x=— a 


ve>0,38>0|0<I|x-al<s => Ifby-L|<e 


Tomando e= 1a existe um 8> O tal que: 
o<l|x-al<s > log — Lj < tl > MU cmg pe > 
2 2 2 
IL] IL 


Então são possíveis dois casos: 


1º) se L> 0, então O <=<t) <S 


2º) se L<O, então = <to <>< 0, 


então, para L + O, temos O < 5 < |fbo] < & 


Considerando N = 5 > 0, temos: 


o<|x-al<s => Ifty)|>N 
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Lema 4 
Se lim g(x) = MO, então lim pad 
sas , x— a &0) M' 


Prova: 


Considerando que lim g(x) =M £ O, pelo lema 3, temos: 
x> a 


1 
ds, N>0|/0<|x-cal<ã > IGWMZNS5-—— «< 


z|H 


De lim g(x) = M, vem: 

X=—"d 
ve>0,3995>0|0<I|x-al<s > Igx)—-M|<e 
Considerando e - IM| - N, temos: 
ve>0,38,>0|0<l|x-al<s, > Igxg-M|<e-IM|-N 
Sendo 3 = min (94, 35), vem: Ve > 0, dô tal que 


o<Ix-al<s > E e - [EM] - 


go) M go) M | 


1 1 ce-|MN 
lgoo IM] NIM 


= gl) — MI: = 
31. 7º propriedade 


Se 


| 
Xx— 


im f(x) = Le lim gx) =MzO, então lim [Eos = e 
a x—a x>— a 8 M 


Demonstração: 


Pelo lema 4, temos: 
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38. 8º propriedade 


Se lim f(x) = L,então lim Ni) = VL com L=0 e nEN* ou L<O 
x—a 


Xx— a 
e n é ímpar. 
A demonstração deste teorema será feita oportunamente, mas iremos aplicá-lo 
quando for necessário. 
Por uma questão de simplicidade indicaremos as propriedades de limites como 
sendo as propriedades L e vamos fazer rápido sumário dessas propriedades. 


Se lim f(x) = Le lim g(x) =M, então: 
X=""q x—>— a 
Ly: lim c=c 
x— a 
LS: lim [e-f(x)]=c- lim f(x) =c-L 
=". Xx— a 
Ls “lim [f+ gx) = lim f(x) + lim gx) =L+M 
x>— a x>— a x>— a 


=p 


Lc lim [ff go)]= lim f(x)— lim g)=L-M 
a 


x— a x> a 


Le lim [ef go)]= lim fx): lim gO)=L-M 
x>— a Xx— q Xx— a 


x>— a x=> a 
p im 100) 
; o x>a o 
pa e [o] = gm e 
X=+""d 


n 


Lg - lim VITRO =) lim f(x) = JL (se nEN* e L>0 ou se n é ímpar e L=0) 


V. Limite de uma função polinomial 


Uma das consequências das propriedades L é a regra para obter o limite de 
uma função polinomial. 


39. Teorema 


O limite de uma função polinomial f(x) = ao + ax + ax2 +... tax" = 
n 
= > ax, a ER, para x tendendo para a, é igual ao valor numérico de f(x) 


para x = a. 
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Antes de provarmos esta proposição, provemos que lim x=a. 
x— a 


É trivialmente verdadeira, pois, dado e > O, basta tomarmos 8 = € e temos 
o<l|x-al<e> |x-al<e. 
Provemos agora que, se f é uma função polinomial, então lim f(x) = f(a). 
x— a 
lim f(x) = lim (ao + ax +ax2º +... + ax?) = 
X-—+ "a XxX a 


lim ao + lim ax + lim ax2 +... + lim ax” = 
x—a Kd] x> a XE = o 

(2) o sd 
=ao+a lim x+a lim x +..+a, lim x = 
x— a x— a x— a 


(3) 
=ao+taa+aça2 +... + ana” = f(a) 


Justificações: 


(1) 3º propriedade 
(2) 2º propriedade 
(3) 6º propriedade 


EXERCÍCIOS 


27. Calcule os seguintes limites, especificando em cada passagem a propriedade 
ou o teorema utilizado. 


im (22 —-x+ 1P 
a) lim (3x2 — 5x + 2 c) lim (xa) 
dm SE E a 3x— 2 

: x +2x—3 ; a EDP = RE 2 
b) Run 4x — 3 d) Eua xX+4x+3 
Solução 


a) Pelo teorema da função polinomial (T), vem: 
lim (32 —- 5x+2)=3:22-5:2+2=4 
» —. 


lim (x2 - 
Ro e 


nes AR SD lim (4x-3) =7 7 
dgfisaa a 


4 
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28. 


29. 


LIMITE 


é im a = 1 = 1 (Lo) PR CA o a + (Ly) 
x>1 EN = 2 pia Eu = 2 
RA 2 
E ia (2x ear dl) (T) e 
o lim (3x — 2) Etc 
po => dl 


— GEE X+2 do | im ÉH 3x +2 (o) 
eres 0 EC DR GREEA E 


3 o 
(x + DK 3x + 2) (T) 
DECR) 


Calcule os seguintes limites, especificando em cada passagem a propriedade 
ou o teorema utilizado. 


3x2 — 2x—- 5) 
2- 7x+ — 
a) lim (442 7x+5) 9 dim ES a 5) 
3 2 2 
l is ud À Es) 
pd e =) E 2X — Ox + 2 
e 3x+2 hn li 2x2 +3x—4 
x—92 X2 6x + 5 x> —1 bx— 4 
3x2 — 5x+4 l | DE = DE =x +2 
a) Riso 2x+1 ) a 4x + 3 
x2+2x—3 : [2x2 + 3x +92 
a Am 5="3X ) o 6 — 4x 
. X 4 
Calcule aim, VD 
Solução 
Temos lim (x —-4)=0 e lim (x? — 2x) = O e nada podemos concluir 
XE 2 ER! 


ainda sobre o limite procurado. 

Os polinômios (x2 — 4) e (x2 — 2x) anulam-se para x = 2: portanto, pelo 
teorema de D'Alembert, são divisíveis por x — 2, isto é: 

RSA o e D)pe- 2) xao 


x2 — 2x x(x — 2) x 


8 | Fundamentos de Matemática Elementar 


LIMITE 


Considerando que no cálculo do limite de uma função, quando x tende a a, 
interessa o comportamento da função quando x se aproxima de a e não o 
que ocorre com a função quando x = a, concluímos: 


30. Calcule os limites: 


ai x -1 A ci 6x2 + 11x + 3 
x>1 X—1 x— —3 2x2 — 5x — 12 
4—x2 3 
b | — 1 
ad DAR 9 lim 24 
4x2 — 9 
8 +x 
c) Elo = A RR Rr pa 
x2—-4x+3 o x — 16 
E o x —-x-— 6 ) RUA 8= 
o 22 +5x—3 
e) lim 


Ed DR = BR SD 
2 


31. Seja a função f definida por: 
x —-3x+2 

og = x=1 
3 sex=1 


Calcule lim f(x). 
Na 


sex*1 


Solução 
Como no cálculo do limite de uma função, quando x tende a a, interessa o 
comportamento da função quando x se aproxima de a e não o que ocorre 
com a função quando x = a, temos: 
: a 2— a 2 E = áliby — 2 
lim f(x) = lim XE SRA = im (es se) 


= lim byg— 2) = = 
x>1 x>1 Xx= 1 x>—1 = 8) Rua 


32. Seja a função f definida por: 
2x2 — 3x— 2 

f(x) = x—2 
3 sex=2 


se x+2 


Calcule lim f(x). 
x>— 2 
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33. 


34. 


35. 


36. 


LIMITE 


Seja a função: 


2 
2x + 9x + 9 Bá ed 
fx) = x+3 
3 se x=-3 
Mostre que lim f(x) - —3. 
x> —3 


2 = Ape 


Solução 
Temos lim (2x +x2-4x+1)=0e lim ( -3X2 +5x-3)=0. 
De => dl, =>, 


Os polinômios (2xº + x2 — 4x + 1) e (2 — 3x2 + 5x — 3) anulam-se para 
x= 1; portanto, pelo teorema de D'Alembert, são divisíveis por (x — 1), isto é, 
x— 1 é umfatorcomumem (2X +x2 —- 4x + 1) e (X — 3x2 + 5x — 3). 
Efetuando as divisões de (2xº + x? — 4x + 1) e (x — 3x2 + 5x — 3) por 
(x — 1), obtemos: 

esc ria tus rbBés Ss cs). zé casca 

x —-3xX2+5x-—-3 (x-1)-(X2 —-2x+3) x -2xX+3 

Então: 


lim De ad = jp lin 22 +31, 
Ea CABE Px SO CA NDA 3 o 


Calcule os limites: 


li li 
a) Ri x —-x2 +92 É) Ra xX — 4x2 + 8x— 5 
x — 6x— 9 x4 — 10x + 4 
') Eu x — 8x—3 a) dio, x) — 2x2 


Calcule lim 


Solução 


Temos lim (3X — 4x2 -x+2)=0e lim (2X —- 3X +1)=0. 
=> L de= fl, 
Efetuando as divisões de 3x — 422 —-x+2 e 2x) —- 3x2 + 1 por x— 1, temos: 


3x — 4x2 —- x +92 t-lbêss- Do BC=usE 


Dé —- 82 +11 x-1(20X2-=x-1) 22-=x-41 
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37. 


38. 


39. 


então 
lim EA Sp fi O EL 
«q BS x DER 
mas: 
lim (32 -x-2)=0€e lim (22-x-1)=0 
XE 36 => dl 
e então: 
3x2 —-x-—2 e (x = Br 2) Ex 


lim 55 ae line care lim 


se DO O a Ce es DEP S 


Calcule os limites: 
sr dii xX —-3x+2 
x>1 X— 4x+3 
x + 4x3 +x2 — 12x — 12 
x--2 2+7X +4x—4 
E xX-x3 —-x2+5x+4 
| XX OX TORTA 
o) = 4 CAR ERAO 
dy lim xX+2x3 — 5x2 —- 12x — 4 
x>-2 2X +73 +2xº — 12x — 8 


Calcule os limites: 


DE = sad m— 
a) lim XDa a lim AOL 
x>a X— a x>1X—1 
2 2 n n 
, a =X x" — a 
b) lim =5—s e) lim — 
x>-a 8º +X x—-a X— a 
; x = q , x”m — am 
c) lim 9 lim > 
x> 1 x-1 x>— a x" — an 
. Vvi+x—2 
Calcule lim ————— 
x—3 x—3 
Solução 


5 


3 


Como lim (N1+x-2)=0e dia, (x— 3) = O, não podemos aplicar 


XE=S 


a propriedade L; (limite do quociente). Multiplicando o numerador e o 
denominador da fração pelo "conjugado" do numerador, temos: 
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Ms pts Alice o =6) E 
x=3 (x — 34 + x + 2) (x — 31 + x + 2) 
1 
“NiFx+2 
e então: 
[Re 
x 8) SS x=3 NI FX£O a 


40. Calcule os limites: 


. o 7 29x DD y3 — 
dig = d d) lim MLo2xox 1 
x>1 X—1 x— O x 
, 1-1 —x : v1+x—v1 —x 
b) lim > — e) lim ——— Do 
x>— 0 x x— 0 x 
Vx+3-92 V2x— Nx +1 
c) lim —>———— f) lim > — 
x>—1 x— 1 x 1 x— 1 
441. Calcule os limites: 
a) lim S=410=% d) lim = do. 
x>1 X-1 x—2/x+2-V3x-2 
. “AÍ . 7— -N242y-8 
b) lim 2 x 2 e) lim NX 3x +83 x + 3x —3 
x—3 x — 9 x>1 xX-—-3x+2 
o) | Vx+3-92 
x>1X—-3x+2 
42. Calcule lim SXD2-2 
x—>2 V4x+ 1-3 
Solução 
Como lim (N3x—-2-2)=0 e lim (V4x+1-3)=0, multiplicamos o 
x>— 2 x— 2 


numerador e o denominador pelo "conjugado" do numerador e também pelo 
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"conjugado" do denominador. 


iG (oe FO) cms 
Vax+i-s (Váx+1i-3)-(V4ax+1-3)-(W3x-2+2) 
— 3x -2N4x+1+3) alvax+1+3) 
E NE EE ERES) 
e então: 
SR age eo 
Es DO GEAR 
43. Calcule os limites: 
a) lim NX +18 c) lim SSA TA MA 
REDOR so Fil 
o 4-V10+x Nx +x—-2-)xXº-x+2 
bj: lin SE ES di lim Cet Ama A 
x—-6 2- 10 -— x—2 x+2-2 
44. Calcule os limites: 
Wo Ed =2 : 3x2 + 4x +92 — 
a) lim 2x 3x 2 b) lim 3x +4x+2 —-1 
x—2 325 1-1 x>-1 xX2+3xX+6-2 


45. Calcule lim po, 
2N3x—-5-—-1 
Solução 
Notemos lim (x — 2) 


[XE 


Lembrando da identidade a2 — 


=D e lim (5-5 -1)- 


x— 2 
b3 = (a — b)(a2 + ab + b2), vamos multiplicar o 


numerador e o denominador por [(V3x = 5)? +NV3x— 5 + 4]. 


x—2 
ss 


BRED 
e então: 
e 
do VOX sd x=> 


co w-2lNax=sP+ vas +) o 
(Vax—5 -á)l(Vax— 5) + Y3x— 5 +41] 
— x-2lNax=5P + Vax=5 +41] + 


VET EG 


3 
2 
(V3x=5) +4Bx=-5+1 = 
3 
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46. Calcule os limites: 


3 3: 
o e «BS DM E 
a) lim Nx + — 1 c) lim it di 
x>—0 x x— O XX 
b) lim RR, Gun 
Xi =1, 2x + 3=4 
47. Calcule os limites: 
3 
Si ii ES o. ii (32 —7x+1+1 
xo 1+NK 1 «2 4505 53-1 
b) lim N2=3x—2 
XD do 2x + 
48. Calcule os limites: 
EX IA — MSC = + = 
a) lim Asas c) lim BE cos 
s=4, SK=2 41 x—1 MEX +I+1 
 Vix-2-2 
pr lim = ESSO 
«2 K=1-1 
49. Calcule lim 8 
45x -—4 
Solução 
Notemos que lim (Wx-8)=0 e lim fim also: 
x— 64 x— 64 


Poderíamos empregar no cálculo deste limite os processos mencionados 
nos exercícios 39 e 45. Vamos, entretanto, apresentar um novo processo. 


Fazendo 
Nx = y, temos x = (Wx)º = y3 e ER = 
e notando que dim, Nx = a Xx=-V64 = 2 = du y 
temos: 
im EE = jm OS - jp PHS 


xe A = «o yo ye 
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50. Calcule os limites: 


a) lim Ne +1 c) lim Nx -4 
+= ARA x>1 x-1 

b) lim Mx 1 d) lim ea 
x>1 Nx — 1 x—0 Vi+x—1 


51. Calcule os limites: 


= Ra se 3) RA mia 

b) lim Nx a e) lim Ne — Na 

x>1 x = x>—a Yx — Va 
Nx -1 


VI. Limites laterais 


40. Lembremos que, ao considerarmos lim f(x), estávamos interessados no 
Xx— a 

comportamento da função nos valores próximos de a, isto é, nos valores de x perten- 
centes a um intervalo aberto contendo a mas diferentes de a e, portanto, nos valores 
desse intervalo que são maiores ou menores que a. 

Entretanto, o comportamento em algumas funções, quando x está próximo de 
a, mas assume valores menores que a, é diferente do comportamento da mesma 
função, quando x está próximo de a, mas assume valores maiores que a. 


Assim, por exemplo, na função 
4-—-x sex<1 
fg) = 32 sex=1 
x—-2 sex>1 


atribuindo a x valores próximos de 1, porém menores que 1 (à esquerda de 1), 
temos: 
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e atribuindo a x valores próximos de 1, porém maiores que 1 (à direita de 1), temos: 


Observamos que, se x está próximo de 1, à esquerda de 1, então os valores da 
função estão próximos de 3, e se x está próximo de 1, à direita, então os valores 
da função estão próximos de —1. 

Então casos como este, em que supomos x assumindo valores próximos de 1, 
mas somente à esquerda ou somente à direita de 1, consideramos os limites late- 
rais pela esquerda ou pela direita de 1, que definiremos a seguir. 


41. Definição 


Seja f uma função definida em um intervalo aberto Ja, b[. O limite de f(x), quan- 
do x se aproxima de a pela direita, será L e escrevemos: 


lim f)=L 


x— at 
se, paratodo e> 0, existir 5> 0, tal quese O<x—- a<68 então f(x) — L| <e. 
Em símbolos, temos: 


lim fy=Le (ve>0,35>0]0<x-a<a> Ifty-L|<e) 


x— at 


42. Definição 


Seja f uma função definida em um intervalo aberto 1b, a[. O limite de f(x), quan- 
do x se aproxima de a pela esquerda, será L e escrevemos: 


lim fo)=L 


x— a” 
se, para todo e> 0, existir 8> 0, tal quese -5<x—- a <0O então If(x) — L|<. 


Em símbolos, temos: 


lim foy=Leo(ve>0,35>0]-8<x-a<o> Ifpy-L|<e) 


K="a" 
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43. As propriedades de limites (propriedades L) e o teorema do limite da função 
polinomial são válidos se substituirmos "x— a" por "x— at" ou por'x— a”" 


Exemplos: 


Na função f definida por 
xX-4 sex<1 
fx) = 9-1 sex=1 
3-—-x sex>1 


temos: 
lim f6)= lim (3-xy)-=2 e lim f6)= lim (2 —-4)=-3 
x— 1* x— 1+ x— 17 x— 17 
Como os limites laterais são diferentes, dizemos que lim f(x) não existe. 
= 1 


A justificação da não existência de um limite devido ao fato de os limites laterais 
serem diferentes é dada no teorema que segue. 


44. Teorema 


Seja | um intervalo aberto contendo a e seja f uma função definida para 
xel—(a). Temos lim f(x) =L se,e somente se,existirem lim f(x) e lim f(x) 
x— a x— at x— a” 


e forem ambos iguais a L. 


Demonstração: 


Notando que 
o<|x-al<ss -8<x-a<0o0ou0O<x-a<s 
temos: 
lim fo)y=Lée (ve>0,35>0|0<|x-al<a > Ifby-L|<e) 


x— a 
Isso equivale a: 
(ve>0,35>0|-8<x-a<0ou0O<x-a<sB>Ifpy-L|<e) 
ou ainda: 
ve>0,38>0|-8<x-a<o>slfxy-L|<e 
e 
ve>0,38>0|0<x-a<s>Ifx)-L|<e 


e finalmente: 
lim fx) -Le lim f(i)=-L 
x— a” x— at 
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Nos exercícios 52 a 5Y, é dada uma função f. Calcule os limites indicados, se 
existirem; se o(s) limite(s) não existir(em), especifique a razão. 


3x— 2 sex>1 


52. f(x) =)2 sex=1 
4x+1 sex<1 
a) lim f(x) b) lim f(x) c) lim f(x) 
x— 1* x— 17 x>—1 
—- |J=2x8ex>= 1 
53. fl) =]a-x sex<-1 
a) lim f(x) b) lim f(x) c) lim f(x) 
= =1" x— —17 x> —1 
2x—- 5 se x=3 
54. f(x) Pa sex<3 
a) lim f(x) b) lim f(x) c) lim f(x) 
x—3+ x— 37 x—3 
1-xº sex<2 
55. f(x) = 40 se x= 
x— 1 sex>2 
a) lim f(x) b) lim f(x) c) lim f(x) 
x— 21 x— 27 x—2 
x2-3x+2 sex<s3 
56. is fo» se x>3 
a) lim f(x) b) lim f(x) c) lim f(x) 
x— 3 x— 37 x—3 
2x2 —- 3x+1 sex<?2 
57. f()=)1 sex=2 
—x2+6x-—- 7 sex>2 
a) lim f(x) b) lim f(x) c) lim f(x) 
x— 21 x— 27 x—2 
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58. 


Dada a função f definida por f(x) = del para todo x E R*, calcule lim f(x) e 
x— 0* 
lim f(x). Existe lim f(x)? 
x— 07 Xx= 0 
Solução 
Lembrando que 
|) x sex=0 
bel = =x se x<0O 
temos: 
lim f6) = lim Bi CS a a= 
x— 01 x—0t X x—>0t X x— 07 
E 
lim fo) = lim E = Ee 1 
po=> (0 x—07 X x>07 X ny => (0 


Considerando que lim fl) lim f(x), concluímos que não existe lim f(x). 


34 => (0) 54 => (0) Bu=>[0) 


Nos exercícios 59 a 64 é dada uma função f. Calcule os limites indicados se 


existirem. 
o |x+4] ne 
59. f(x) = E definida em R — (—-1). 
a) lim f(x) b) lim f(x) c) lim f(x) 
x— —1+ x— —17 x>—1 
x-2] 2 
60. f(x) = 2-3 definida em R — = . 
a) nur f(x) b) o. f(x) c) A, f(x) 
3 3 3 
x —-5Bx+H4 
64. f(x) = E definida em R — (1). 
a) lim f(x) b) lim f(x) c) lim f(x) 
x— 1+ x— 17 x> 1 
3x2 — 5x — 2] 
62. f(x) = Co = definida em R — (2). 
a) lim f(x) b) lim f(x) c) lim f(x) 
x— 2+ x— 27 x—2 
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x) — 6x2 + 11x — 6 


es. 0) == 2, definida em R -— (2). 
a) lim f(x) b) lim f(x) o) lim f(x) 
x— 2+ x>2 x—2 
3. és 
64. fp) =" DK +X+6 rnidaemR - 2. 5, 
[2x2 — 9x + 10] 2 
a) lim f(x) b) lim f(x) o) lim f(x) 
x— 2+ x—2 x—2 


65. Dada a função máximo inteiro!”), denotada por f(x) = [x] para todo x E R, 
calcule se existir: 


a) im, [x] d) im, (x — [x]) g) im, (x + [x]) 

b) lim [x] e) lim (x- [x]) h) lim (x+ [x]) 
x— 17 x— 17 x— 17 

o) lim [x] 9) lim (x— []) D lim (x+ [g]) 
x>1 x>1 x> 1 


66. Dada a função f definida por 
3x— 2 sex>-—1 

fo) =43 sex=-—1 
5-—-ax sex< -—1 


determine a ER para que exista lim f(x). 
x> —1 


67. Dada a função f definida por 
to) = Ego sex<-2 
3x+a se x>-—2 
determine a ER para que exista lim f(x). 


x— —2 


68. Dada a função f definida por 
3x2 — 5x— 2 

f0) = x—2 
3-ax-—-xº sex=2 


determine a ER para que exista lim f(x). 
x—2 


se x<2 


(*) A função máximo inteiro é a função f:R— Z talque f(x) = [x] =n talque n<x<n+41. 
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LEITURA 


Arquimedes, o grande precursor 
do Cálculo Integral 


Hygino H. Domingues 


Uma das primeiras manifestações do cálculo integral é devida a Antifon, 
um contemporâneo de Sócrates. Antifon argumentava que, por sucessivas 
duplicações do número de lados de um polígono regular inscrito num círculo, a 
diferença entre a área do círculo e a dos polígonos seria “ao fim” exaurida. E 
como sempre é possível construir um quadrado equivalente a qualquer polígo- 
no, a quadratura do círculo seria possível. 

Apesar de sua inconsistência, a argumentação de Antifon contém o 
gérmen do método de exaustão, creditado a Eudóxio, cuja base é a proposi- 
ção: “Se de uma grandeza subtrai-se uma parte não menor que sua metade, 
do restante outra parte não menor que sua metade, e assim por diante, 
numa determinada etapa do processo chega-se a uma grandeza menor que 
qualquer outra da mesma espécie fixada a priori”. Esse método representa 
o expediente grego para evitar processos infinitos — dos quais desconfia- 
vam. E ninguém o manejou com tanta elegância e mestria como Arquimedes 
(287-212 a.C.). 

Natural de Siracusa, na época a maior cidade do mundo grego, situada 

costa sudoeste da Sicília, Arquimedes era filho do astrônomo Fídias, talvez 
seu mestre. Mas é possível que tenha es- 
tudado em Alexandria, em virtude da cor- 
respondência regular que mantinha com 
alguns sábios do museu local, como, por 
exemplo, Eratóstenes. 

Seu excepcional talento para inven- 
ções mecânicas ganhou notoriedade, es- 
pecialmente durante a Segunda Guerra 
Púnica, quando Siracusa foi sitiada pelos 
romanos. Graças aos engenhos bélicos que 
ideou, a cidade resistiu ao assédio romano 
por cerca de dois anos e só caiu devido a 
Arquimedes (287-212 a.C.). atos de traição de cidadãos locais. 


COLEÇÃO PARTICULAR. MARY EVANS/DIOMEDIA 
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Depois da invasão inimiga, Arquimedes foi morto por um soldado roma- 
no, com o qual teria se irritado por ser interrompido em meio suas pesquisas 
matemáticas. Desgostoso com esse desfecho, o comandante romano Marce- 
lo mandou que se cumprisse um desejo expresso em vida por Arquimedes: 
que se gravasse em seu túmulo a figura de uma esfera inscrita num cilindro 
reto, para ser lembrado pelo teorema de sua autoria que lhe era mais caro, ou 


seja, “o volume da esfera inscrita é 3 do volume do cilindro”. 


Mas o que Arquimedes realmente valorizava eram suas conquistas teó- 
ricas no campo da matemática, da astronomia e da mecânica. Estas foram 
muitas, todas de grande originalidade, expressas no mais autêntico rigor da 
tradição grega, mas com um toque oriental, na medida em que não subestima- 
vam os números e as aproximações numéricas. 

As mais importantes contribuições de Arquimedes são sobre questões 
em cuja abordagem se usa hoje o Cálculo Diferencial e Integral. Assim é que 
no livro A quadratura da parábola ele fornece dois métodos para determinar 
a área de um segmento de parábola. No primeiro, em que considera certas 
figuras planas envolvidas como “somas” infinitas de segmentos de reta, usa 
argumentos mecânicos. Se A e B são os extremos do segmento de pará- 
bola considerado e C é o ponto onde a tangente B 
à parábola é paralela a AB, Arquimedes chegou à 
conclusão de que a área do segmento de parábola 


mostrado na figura deveria ser E da área do triân- 


gulo ACB. No segundo, o método de exaustão, que € 

utiliza ao fim o resultado já obtido mecanicamente, 

busca a certeza que só a geometria fornece. Se A 

é a área do triângulo ABC, De E são os pontos da D 

parábola em que as tangentes são paralelas a AC 

e CB, prosseguindo nesse raciocínio Arquimedes A 

provou que ACB, (ADC) U (CEB), ... satisfazem a 

proposição que embasa o método de exaustão, relativamente ao segmento 
A A 

, 4 16º 

.... Modernamente bastaria achar a soma da progressão geométrica infinita 


Ala — ar — + ... para ter a área pretendida. Como desconhecia esse pro- 


cedimento hoje corriqueiro, Arquimedes provou por dupla redução ao absurdo 


de parábola, e também que a sequência das áreas respectivas é A 


que essa área não poderia ser nem maior nem menor que se. resultado de 
que já dispunha. 

Esse fato ilustra por que, ao que parece, Arquimedes teria dito em algum 
momento de sua vida: “Só a ciência pura é digna de um espírito superior.” 


O infinito 


I. Limites infinitos 


1 
45. Seja a função f definida por f(x) = = 17 Paratodo x reale x £ 1. 


Atribuindo a x valores próximos de 1, à esquerda de 1, temos: 


(o [os [ox [08 [os [ com 


e atribuindo a x valores próximos de 1, à direita de 1, temos: 


CEREAIS: 
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Observamos nas duas tabelas que os 
valores da função são cada vez maiores, à 
medida que x se aproxima de 1. Em outras 
palavras, podemos tornar f(x) tão grande 
quanto desejarmos, isto é, maior que qual- 
quer número positivo, tomando valores para x 


bastante próximos de 1, e escrevemos: 


em que o símbolo "+co" lê-se "mais infinito" 
ou "infinito positivo” 


46. Definição 


Seja | um intervalo aberto que contém o 
real a. Seja f uma função definida em | — (a). 
Dizemos que, quando x se aproxima de a, 
f(x) cresce ilimitadamente e escrevemos: 


lim f(x) = + 
x> a 


se, para qualquer número M > O, existir 
8>0 talquese O<l|x-al<s então 
f(x) > M. 


Em símbolos, temos: 


O INFINITO 


lim f)=+0 e (VM>0,35>0|0<Ix-al<d > fiy>M) 


XE a 


O símbolo "-+c" não representa nenhum número real, mas indica o que ocorre 


com a função quando x se aproxima de a. 


47. Tomemos agora a função g como sendo o oposto da função f, isto é, g(x) = 


= —f(x) = (x— 12 definida para todo x reale x % 1. 
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Os valores da função g são opostos 
dos valores da função f. Assim, para a fun- 
ção g, quando x se aproxima de 1, os va- 
lores de g(x) decrescem ilimitadamente. Em 
outras palavras, podemos tornar os valores 
de g(x) tanto menores quanto desejarmos, 
isto é, menores que qualquer número negati- 
vo, tomando valores de x bastante próximos 
de 1, e escrevemos: 


o símbolo "—c" lê-se "menos infinito" ou "infinito negativo”. 


48. Definição 


Seja | um intervalo aberto que contém 
a. Seja f uma função definida em | — (a). Di- 
zemos que, quando x se aproxima de a, f(x) 
decresce ilimitadamente e escrevemos: 


lim f(x) = — 
x—>— a 
se, para qualquer número M< O, existir 


8>0 talquese O<l|x-al<s então 
fo) <M. 


Em símbolos, temos: 


im fy=-c e (VM<0,35>0l0<|x-al<s > fxg)<M) 
a 


| 
PA => 


Insistimos novamente em observar que o símbolo "'—-co'" não representa 
nenhum número real, mas indica o que ocorre com a função quando x se aproxima 
de a. 
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49. Consideremos agora a função h definida por h(x) = 
x 1. 


1 
x = 4 Para todo x real e 


Atribuindo a x valores próximos de 1, porém menores que 1, temos: 


Observemos que se x assume valores 
próximos de 1, à esquerda de 1, os valores 
da função decrescem ilimitadamente e se x 
assume valores próximos de 1, à direita de 
1, então os valores da função crescem ilimi- 
tadamente. Estamos considerando os limites 
laterais que são "infinitos" e escrevemos: 


50. Definição 


Seja | um intervalo aberto que contém 
a e seja f uma função definida em | — (a). 
Dizemos que, quando x se aproxima de a por 
valores maiores que a, f(x) cresce ilimitada- 
mente, e escrevemos: 

lim f(x) = +00 

x— at 
se, qualquer que seja o número M>0, exis- 
tr 9>0 talquese O<x-—-a<o então 
fo) > M. 
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Em símbolos, temos: 


lim fy=+0 es (vVM>0,38>0]0<x-a<5 > f()>M) 


De => (ejo 


Coloquemos com símbolos as definições de lim . f(x) = —co, lim f(x) = + 
x— a x— a” 
e lim f(x) = —o: 
x— a. 


lim f)=-cves(vM<0,35>0]0<x-a<ô > f)<M) 


x— a? 


lim f)y=+0 e (VM>0,35>0|-5<x-a<0o > fy)>M) 


Xe 


lim f)j=-cv es (VM<0,35>0|-5<x-a<0o > fy)<M) 


Ka" 


Para concluirmos que os valores de uma função cresciam infinitamente ou de- 
cresciam infinitamente, quando x se aproximava de a, pela esquerda ou pela direita 
de a, construímos uma tabela de valores da função quando x estava próximo de a. 
Vejamos como chegar à mesma conclusão sem construirmos essa tabela. 


51. Teorema 


Sejam fe g funções tais que lim f(x =c+Oe lim g(x) = 0. Então: 
a x—>— a 


| 
Xx— 


. f(x) f(x) ms 
D) lim = + se > O quando x está próximo de a; 
DAM eo go) 704 p 
f(x) TO) E aê 
HI) lim = —o se < O quando x está próximo de a; 
AM eo) go) “04 p 
Demonstração: 


Faremos a demonstração de | e deixaremos a prova de Il, que é feita de modo 


análogo, a cargo do leitor. Para demonstrar que lim a 
x— a 


= +o devemos mostrar: 


vMm>0,358>0|0<l|x-al<s > f)>M 


00 
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Vamos considerar dois casos: 


1º caso: Supondo c > O 


Por hipótese temos lim f(x) =c>0, isto é: 


x— a 


ve>0,95>0|0<Ix-al<s > Iftxy)-cl<e 


Tomemos E = > então existe 9, > O tal que: 
o<x-al<as fpy-cl <5 
ou seja: 
teh=al<is=-=Í<y)-e<e 
1 2 2 
ou ainda: 
c 3c 
o<|x-al<a > SAD) E 


Assim, existe 94 > O tal que: 


o<Ix-al<s, > f)>5>0 (1) 


isto é, f(x) > O quando x está próximo de a. 


f(x) 
(x) 
quando x está próximo de a. 


Mas, por hipótese, 


Pela definição de lim g(x) = O, temos: 
x> a 


ve>0,38,>0|0<l|x-al<a > Ig(x|<e 


mas Ig(x)| = g(x) já que g(x) > O quando x está próximo de a. Então: 


ve>0,35,>0|0<I|x-al<a > gx)<e 


O INFINITO 


> O quando x está próximo de a, então g(x) > O 


Com base nas afirmações (1) e (2), podemos concluir que para qualquer e> O 


existe à = min (54, 95) tal que: 


f(x Cc 
o<|x-al<s > (9) >— 
gx) Ze 
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Assim, dado M > 0, seja e = 5 e = min (9,,05) > O em que 8, e d são 
números positivos que satisfazem (1) e (2) respectivamente. Então: dado M > 0, 


5ô = min (34,95) > O tal que: 


- fo) çc cl 
0 < Ix lo DE Do M 
2M 
f(x) 


o que prova que lim = +o, 
Rd 


2º caso: Supondo c < O 


Se lim fx)=c<0, então lim [-fty]=-c>0 e, se JL >0 quando 
x->—a x>a g(x) 
x está próximo de a, então a > O quando x está próximo de a. 

Considerando as funções h e j tais que h(x) = —f(x) para todo x do domínio 
de fe j(x) = —g(x) para todo x do domínio de g, temos pelo primeiro caso já de- 
monstrado: 

h(x) 

x—a x) 


o 9 9 
jo) - —g6) g(x) 
f(x) 


então lim —— = +00 
x—a &(X) 


mas 


Observação: Este teorema continua válido se "x — a" for substituído por 
'x— at" ou 'x— a” 


EXERCÍCIOS 


69. Calcule: 
o 3X+2 : 1-x 
my Pd 
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Solução 


a) Como Cu (3x+2)=5 e Vai (x — 1)2 = O, estudemos o sinal de 
Né: Xi 


f 3x + 2 
— = ET quando x está próximo de 1. 
2 
5 1 e 
sinal de ] 
10) = 3x +2 E Ê E E 
sinal de i 
960 = (x — 1 di RS: 
sinal de 
fo) 3x+2 ” ca 
g(x) po DE E 
f(x) 3% +2 
Notemos que = ———— > O quando x está próximo de 1. Então: 
US Rs qn p 
ap ne 


x>1 (XE 


b) Como lim (1-x)=-1e lim (x- 2)2 = 0, estudemos o sinal de 
XE? PA 
f(x) =X Se 
E = ER quando x está próximo de 2. 
1 2 
sinal de : x 
0) =1-—x E Pa: oo 
sinal de Q 
a(o) = (x — 27 E e: 
sinal de 
f09) 1=x q E E 


go) (x-2) 


flo) 1-x ER = 
= -———so < O quando x está próximo de 2. Então: 
g(x) (x — 2) 
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70. Calcule: 
3x— 4 3x2 — 5x +2 
a) lim —— d) lim >—>——— 
) x>—2 = DIR x— O Je 
+ 
b) lim 2X+8 é di SEO 
x>1 (x— 1)2 x—-1 |x+ 1] 
= 2 = 
c) lim E 9 lim 2X tHXS 
x>1 (x— 1) x— —2 x + 2] 
71. Calcule: 
2x+1 2x + 1 
a) lim b) lim 
Fm x—- 1 h adies x—1 
Solução 
Como lim (2x+1)= lim (2x+1)=3 e lim (x-1)= lim (x—1)=0, 
x>— 17 x— 15 x— 17 x— 1% 
f 2 ar ál 
estudemos o sinal de (3) E caga] quando x está próximo de 1. 
(x) sd 
—1/2 1 
sinal de : 0 E i ” x 
f0) =2x+1 
sinal de E 
g0) =x—1 E E Qua 
sinal de 
fo) 2x+1 iá os no 
g(x) x—1 i 
bd)  Bxar dl ENT a 
Notemos que EO) DS < O quando x está próximo de 1, à esquerda. 
Então: 
: 2 ar áL 
lim = — 
ua K= À 
Ú 2a ap áL 
e (3) E > O quando x está próximo de 1, à direita. Então: 
g(x) RE 
2 ar áL x 


“oo 


ns = À 
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2x sr dl 
Observemos que não tem significado falarmos em lim REST pois 
56 => dl, Ri 
à 2a ar ál ) 2x ar àl 
li = -o e lim = oo 
pai E ae a RAE 
72. Determine: 
x+4 3x +2 
a li f lim 
Ri ee: | ms» 
x+4 2x +83 
b | lim 
ao RE a = 
1-2x 2x+83 
c) li h) lim 
Am x—3 na (x — 132 
— Dx o 
a 1-— 2x D lim 2x 3x E 5 
x>3t Xx— 3 x>2 (2 — x) 
si 3x + 2 vim 2x2 —- 3x—- 5 
18 B= DR Poa RP 
E nat j 1 
73. Mostre pela definição que lim 7] = +00, 
x>— 0 
74. Mostre pela definição que: 
a) lim d--o b) lim A so 
x> 0" X x>— 0" X 


II. Propriedades dos limites infinitos 


Veremos a seguir dez teoremas cujos enunciados serão apresentados com o 
símbolo "x — a", mas que serão válidos se trocarmos esse símbolo por "x — a”" 
ou 'x— at". 


52. Teorema 


im (f+ gx) = +00. 


Se lim f(xg)=+0 e lim g(x) = +, então | 
a x>— a x— a 


Xx— 
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Demonstração: 


im (f + g)(x) = +º0, devemos provar que: 


Para provarmos que | 
x—a 


vMm>0,35>0|0<l|x-al<s>(f+g))>M 


; , . M 
mas lim f(x) = +º0, isto é, se tomamos — > 0, temos: 


Xx="'a 2 
v>>0, 3,>0/0<k-al<a > fy>5 


j : : M 
e lim g(x) = +», isto é, se tomamos —- > O, temos: 
a 


| 
x— 2 


v>>0, 3,>0l0<k-al<ã > gy>5 


Então, considerando 8 = min (54, 95), temos: 


vM>0, a>0lo<k-al<B> f)+g)>5+5=M 


53. Teorema 
Se lim f(xy)=—-v e lim g(x)=-—o, então lim (f + g)x) = —oo, A demons- 
x— à x— a x— a 
tração deste teorema é feita de modo análogo ao teorema anterior; deixaremos 
a cargo do leitor. 


54. Observação 


Se lim f(x) = +, lim g(x) = +00, lim h(x) = —v e lim i(x) = —o, não 
X-=+ Xx— a X-="a. Xx—" a 


podemos estabelecer uma lei geral para os seguintes limites: 


lim (f- gx), lim (h- ix) e lim (f+ hyXx) 


x=> a Xx— a x— a 


Por exemplo, consideremos as funções f(x) = a e g(x) = Ea definidas para 
x x 
todo x real e x % O. Observemos que: 


1 1 
lim = =+ee lim = =+0 


x—0 Xº x>0 X2 
e calculemos 
= vê 
lim (f= 0) = lim (fo) — g09) = lim [A 1) - lim É + )- o 
x— O x>— 0 x> 01X X x— O 
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Se considerarmos as funções: 


f(x) — E: & q é g(x) = se 1 definidas em R — (1), teremos 
lim =+o e lim Ei +00 
x>1ºx—1 pe tr = 1 
Mas: 
lim (f>- g06)= lim (f(x) —g6))= lim RETERT ] = 
x— 1+ x— 1* x>1t ix— 1 x -1 
x +x—2 . (x — 1)x + 2) x+2 


= lim ——>w——— = lm >> = lim o——— =1 
Rd (x— 1x2 + x + 1) Ra (x— 1x2 + x + 1) Ga x +x+1 


55. Teorema 


Se lim f(x) =+0o e lim g(x)=b * O, então: 
XxX =: xa 
)seb>0, lim (f- gx) = + 
x—a 


I)seb<oO, lim (f- gx) =—o 


| 
x— a 
Demonstração: 


Faremos apenas a demonstração de 1. 
Se lim gx) =b>0, então existem «> 0 e 8, > 0 tais que se 
x— a 
O<l|x-al<sa, então g(x) > a. 
Se lim f(x)= +, então existem “o e 3 >0 taisqueseo<|x—a|<83> 
x— a 
então f(x) > AR 
a 
Considerando ô = min (64, 95), decorre que, para todo M > O, existe 8 > O 


talquese O<I|x-—a)<a então (f-g)(x) = f(x) - g(x) >O "a=M. 


56. Teorema 


Se lim f(x) = —-ov e lim g(x) =b * O, então: 
x— a X="'d 
)seb>0, então lim (f-g)x) = —o 
x—>— a 
l)seb<oO, então lim (f-g)x) = +00 
x> a 


A demonstração deste teorema ficará como exercício. 
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5Z. Observação 


Se lim f(x) = + (ou —o) e lim g(x) = O, em que g não é função nula, 
X=—+a X:—+ a 


não podemos formular uma lei geral para lim (f- g)(x). 
x— a 
Por exemplo, consideremos as funções f;(x) = = e fo(x) = = definidas 
em R* e as funções g,(x) = xº* e g>(x) = x? definidas em R. 
Observemos que: 


im fi(x) = lim ERA +00, 
(0) x—>— O 


1 
| 5 im f(X) = lim = = +09, 
Xx— X 0) x— 


| 
x— o x4 


lim g(M)= lim x!=0e lim go)= limx2=0 
x>— 0 x>— 0 x>— 0 x>— 0 


Mas: 
À À ul ; 2 
lim (fg) = lim 5>:x])= lim x=0 e 
x>— 0 x—>— O X x—>— O 

1 1 
lim (fo - x) = lim 1.3) = lim > =+0 
Ri go)(x) Ru ais 


58. Teorema 


Se lim f(xg)=+0 e lim g(x) = +, então lim (f-g)x) = +00, 
Xx— a x>= a 


Xx— a 
Demonstração: 
Se lim f(x) = +», então existem VM >0 e 8, >0 tais que, se 
Xx—"'q 
o<lIx-al< 5, então f(x) > VM; ese lim g(x) = +, então existem JM > 0 e 


Xx=— a 
3> > O tais que, se O < |x — a| < 3,, então g(x) > VM. 
Considerando 8 = min (6,4, 95), temos para todo M > O, existe O > O 
tal queseoO<I|x-al<B então f(x) - g(x) > VM - JM = M. 


59. Teorema 


Se lim f(xg)=+o e lim g(x) = —x, então lim (f- gx) = —o, 
X-=+:a x> a x— a 


A demonstração deste teorema é feita de modo análogo à do teorema anterior; 
portanto, ficará como exercício. 
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60. Teorema 


Se lim f(x) = —o e lim g(x) = —o, então lim (f-g)(x) = +00. 
x—a Xx— q X—"'a 


Demonstrar este teorema a título de exercício. 


61. Observação 


Se lim f(x) = + (ou —o) e lim g(x) = + (ou —oc), então não podemos 
x— a x— a 


estabelecer uma lei geral para lim (Eos 
XxX a 


= 


Por exemplo, consideremos as funções f(x) = = gx) =— e h(x) = —— 
definidas em RX. 


Observemos que: 


lim fl) = lim T= +, lim go) = lim == + ç 
x>— 0 x>0 X x— 0 = 0 X 
lim h(x) = lim e 
x— x— X 

Mas 

ES 
o E x? 
lim |[=|6) = lim [4 |= lim x2=0 
x> 018 x>0| — x—0 

x4 

ES 
: [E i x : 
im |>)(x) = lim = UM ==5 =" 
x— O h Xx— A x>— 0 x 

x2 

1 

na 
lim [ey = lim 4 |= lim (-1)=—1 
x> 0 x>0| — x— 

x2 
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62. Teorema 


Se lim f(x) = +, então lim este =0 
x—a x—a f(x) 


Demonstração: 


Se lim f(x) = +», então existem M > 0€e58>Otaisque,se0O<|x-—-al<s, 
x— a 


então f(x) > M. 


Mas: 
1 


M 


fo)>M>0 Se Ifoy>M es E < 
f(0) 


Tomando £ = E temos para todo e > O, existe 9> O tal que, se 


o<l|x-al<s, então Ee o <ee, portanto, lim = (0) 
f(x) x—a f(x) 
63. Teorema 
; a E q. 
Se lim f(x) = —o, então lim — = 0 
x—a x—a f(x) 


A demonstração ficará a cargo do leitor. 


64. Teorema 


Se lim f(x) = 0, então lim 
x— a x— a 


Demonstração: 


Se lim f(x) = O, então existeme> 0€e5>Otais que, se0O<|x-—-al<s, 
x> a 


então |f(x)| < e. 


Mas: 
1 1 
fy)|<e Ss |—| >— 
fool <e es [| 
Tomando M = a, temos para todo M > O, existe 8 > O, tal que, se 
O<l|x-al<s, então a >Me, portanto, lim |—| = 
f(x) x—a | f(x) 
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65. Observação 


Se existir 8 tal que para todo x que satisfaça O < |x — a| < 8 tenhamos 
1 1 
f(x) > O, então lim =) = lim [750 | = +00. 
0x) x—a fog x—a FO) 


Se existir 8 tal que para todo x que satisfaça O < |x — a| < 8 tenhamos 
f(x) < O, então: 
1 


= —0 


1 
lim “50 = lim — [e 
x—a fg) x—a [ra 


66. Antes de prosseguirmos, façamos um resumo dos teoremas apresentados, 
lembrando que as proposições permanecerão válidas se substituirmos o símbolo 
"x ==» a" por "x ==> at" ou "x = a" 


Dados Conclusão 


lim f(x) = 
x— a 


lim f(x 
x>— a 


Fu f(x E uids 
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Não poderemos estabelecer uma lei para os seguintes casos: 


dim f(x) = +00 lino (f— go) =? 


x— a 


a E. 
x—a 

E o Ee 
x—a 


dim f(x) = + (ou —oo) lim g(x) (ou +00) 
x> a 


III. Limites no infinito 


É para todo x real e x O. Atribuindo 


67. Seja a função f definida por f(x) = 
a x os valores 1, 5, 10, 100, 1000, 10000 e assim por diante, de tal forma que x 


cresça ilimitadamente, temos: 
1000 10000 
1,002 1,0002 


Observamos que, à medida que x cres- 
ce através de valores positivos, os valores da 
função f se aproximam cada vez mais de 1, 
isto é, podemos tornar f(x) tão próximo de 1 
quanto desejarmos, se atribuirmos a x valo- 
res cada vez maiores. 


Escrevemos, então: 


lim X+2 4, 


Fundamentos de Matemática Elementar | 8 


O INFINITO 


68. Definição 


Seja f uma função definida em um inter- 
valo aberto la, +>[. Dizemos que, quando x 
cresce ilimitadamente, f(x) se aproxima de 
L e escrevemos: 


se, para qualquer número e > O, existir 
N>0 talquese x>N então |f(x) — L| <e. 


Em símbolos, temos: 


im qy=-Lo(ve>0,3N>0|x>N> foy<-L<e) 


x> + 


x+2 


69. Consideremos novamente a função f(x) = - Atribuindo a x os valores 


1, —5, —10, —100, —1000, —10000 e assim por diante, de tal forma que x de- 
cresça ilimitadamente, temos: 


im | = [ 06 | 06 | 066 [ os | come 


Observamos que, à medida que x decresce com valores negativos, os valo- 


res da função se aproximam cada vez mais de 1, isto é, podemos tornar f(x) tão 
próximo de 1 quanto desejarmos, se atribuirmos a x valores cada vez menores. 
Escrevemos, então: 
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70. Definição 


Seja f uma função definida em um in- 
tervalo aberto ]—>, a[. Dizemos que, quando 
x decresce ilimitadamente, f(x) aproxima-se 
de L, e escrevemos: 


lim f)=L 


x— —o0 


se, para qualquer número e > O, existir 
N<O talquese x<N então |f(x) — L| <e. 


Em símbolos, temos: 


lim fy=Le (ve>o, IN<O|x<N> lftx) — L] < e) 


Xx— —oo 


Tl. Seja a função f(x) = x2, definida para 
todo x real. 

Atribuindo a x os valores 1, 5, 10, 100, 
1000 e assim sucessivamente, de tal forma 
que x cresça ilimitadamente, temos: 


5 100 1000 


CRE 


Observamos que, à medida que x cresce através de valores positivos, os valo- 
res da função também crescem ilimitadamente. Em outras palavras, dizemos que po- 
demos tornar f(x) tão grande quanto desejarmos, isto é, maior que qualquer número 
positivo, tomando para x valores suficientemente grandes, e escrevemos: 


lim = 
RR f(x) = +00 
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12. Se agora atribuirmos a x os valores —1, —5, —10, —100, —1000 e assim 
sucessivamente, de tal forma que x decresça ilimitadamente, temos: 


Observamos que, à medida que x decresce através de valores negativos, os 
valores da função crescem ilimitadamente. Em outras palavras, dizemos que pode- 
mos tornar f(x) tão grande quanto desejarmos, isto é, maior que qualquer número 
positivo, tomando para x valores negativos cujos módulos sejam suficientemente 
grandes, e escrevemos: 

lim f(x) = +00 


x— —oo 


13. Definições 


Seja f uma função definida em um in- 
tervalo aberto Ja, +. Dizemos que, quando 
x cresce ilimitadamente, f(x) cresce também 
ilimitadamente, e escrevemos: 


im tg) = +00 
x— +00 


se, para qualquer número M > O, existir 
N>0talquese x>N então f(x) > M. 


Em símbolos, temos: 


im fog=+0 o (VM>0,3N>0|x>N > fo) >M) 


Pi 


Coloquemos com símbolos as definições de: 
lim fo)=-—0, lim fo)=+0e lim f(x)=-—o 
x— +00 Xx— —oo Xx— 


—00 


im fy=-co(VM<0,3N>0|x>N> fo)<M) 


x— + 
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fg)y=+0 e (VM>0,IN<0O|x<N > fixy)>M) 


fg) = -c o (VM<0, IN<0O|x<N > fy)<M) 


Para concluirmos algo com relação ao comportamento dos valores da função 
quando x crescia ou decrescia ilimitadamente, construímos uma tabela de valores de 
x e f(x). Vejamos como chegar à mesma conclusão, sem construirmos essa tabela. 


74. Teorema 


Se ceR, então lim c=lmec=c. 


x— +00 Xx— —oo 


Demonstração: 

A demonstração é bastante simples, já que 
ve> 0,3N>0|x>N > 0=|c-cl<e 
é trivialmente verdadeira e portanto: 


lim c=c 
x— +00 


75. Teorema 


Se n é um número inteiro e positivo, então: 
D lim x)= +00 


x — +00 
. + se n é par 
ID lim x= -p 
x— —o —o se n é ímpar 
Demonstração: 


Faremos a demonstração de Il por indução sobre n. 
1º caso: n é ímpar 
A proposição é verdadeira para n = 1, pois 


(vm< 0, 3M<0O|lx<M>x<M> lim x=-0 


Xx— —oo 
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Supondo que a proposição seja verdadeira para n = p, mostremos que é verda- 
deira paran = p+ 2,istoé,se lim x?=-centão lim xP*+2=—o, 


Xx— —oo x—> —oo 


De fato, por aplicações sucessivas dos teoremas já vistos, temos: 


lim xº*2= dim (G-x)= ilimxolim x 
Xx— —o0 Xx— —oo Xx— —o0 Xx— —o0 
Mas lim x2º= lim x- lim x=+0 e lim xº=-—o, Portanto, 
Xx— —o0 Xx— —o0 Xx— —o0 Xx— —oo 
lim xP+2=—o, 


Xx— —oo 
As demonstrações para o caso em que n é par e da parte | ficam como 
exercícios. 


76. Teorema 
Se n é um número inteiro positivo, então: 
j a 
D lim — = 0 
j 1 
ID lim — =0 


Demonstração: 


Fica como exercício. 


TT. Teorema 


Se f(x = ay+ax+ ax? +... + ax”, a, + O, é uma função polinomial, 
então: 


lim fx)= lim (ax) e lim fxg)= lim (ax?) 
x— +00 x— +00 Xx— —00 Xx— —00 
Demonstração: 


Por aplicações sucessivas das propriedades e teoremas, temos: 


lim fxg)= lim (agtax+taxº+..+ax)= 
x>— +00 x— +00 
. a a a 
= lim ave [ O + RL + RE, +41] = 
x— + ax” ax anx” 
. ; a a a 
= lim (ax): lim e ET A 1) = lim (ax?) 
Xx> + x—+o lax” ax! ax” x — +00 
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pois: 
a a 
lim ; er] 2 + 1) = 
x— + kaX anx” anx” 
a a k E : a ; 1 
= dm Lolim + dm Elim D+ 
x>+o dp x>—+o X x— +o dp x—+o x 
a E j 
+ dim lim —S ++ lim 1= 
x— +o dn x— +00 x x— +00 


78. Teorema 


Se f(x) = ao +ax+axº +... + ax”, an + 0,e gx) = bo + bx + 
+ box? +... + bx”, bm * O, são funções polinomiais, então: 


im LO = tm [20 w-m)e im LO = tim [2 so-n]) 


x— +00 (x) x— +00 x— —oo (x) x— —00 


Demonstração: 


me fo) lim 20 + ax + E Rd 
x— +00 g(X) x—+o bg +byx+ bx +... + bx” 


a a a 
ape O ++ RE, + 41] 
ax” ax” ax” 


lim —— SD Do 
gi O a ob] 


bx”  bxmo-?opxm-2 
m m m 


a a a 
O er] 2 .+1 
ax” anX anx” anXx” 
= lim “im = 
x— +00 DmX x— +00 Do by o) +41 
bx” bx7o to bxno? 
= lim [2 on) 1= lim [20 -m) 
x— +00 m x— +o m 
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EXERCÍCIOS 


Encontre: 
a) lim (4x2 — 7x +83) 
x> + 


b) lim 


x> + 


Solução 


a) lim (42 —- 7x+3)= (4x2) = + 
x— +00 

b) lim (-334+2x22-5x+3)= lim (-3x)) = —o 
34 arco x — —+oo 

c) lim (5-4 -3x+2)= lim (5x))=-—o 
Xx— —o0 Xx— —o0 

d) lim (3X -7+2%2-5x—-4)= lim (3x4) = + 
Xx> —0 Xx> —o 

Encontre: 

a) lim (2x+3) d) lim (4-x2) 
x> +00 x— +00 

b) lim (4 — 5x) e) lim (3x — 4) 
Xx> —o Xx— —oo 

c) lim (5xX2— 4x+3) f) lim (8— x?) 
x— +00 — —o 

Encontre: 

a) lim (x) — 1),ne N+ c) lim (c-x), ce R* 
x> + x— +00 

b) lim (1-x),ne N* d) lim (x), c E R* 
x— —oo x— —o0 À C 

Encontre: 

a) lim vxX2—-2x+2 b) lim vxX2—3x+5 
Xx— +00 RAS O 

Encontre: 

a fim 3x + 2 dE ih 5x2 —- 4x+3 
x> + 5x— 1 x— +o 3x+ 2 

5 — 4x ; 4x — 1 
e = dd e =D 
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li. (5 = 4 = 8342) 


Xx— —oo 


(-3X3 +2x2 —- 5x+3) d) lim (3X —- 73 +2x2 — 5x — 4) 
x— —oo 
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Solução 
im mi 
su des De dl x— +o0 bx su Sica O) '5 
3 — dig 
b li = di = —2) = —2 
e OR 3 api 2 RA 
nO A 
x — +00 Ex ar 2 x— +00 OX gm dao 6) 
4x—1 ne 4x 4. 
e au 3x2 + 5x — 2 = X qu 3x2 x —c SX = 
80. Encontre: 
a dim 3 — 2x = xX+x+1 
Ee ERR ER RE 
4x — 3 l (2x — 3)2 
b | h | ES EE 
) e RI O Mui x(x + 1)(x + 2) 
é dim ES im PER. 
x>+o X+1 x— —o 2x(3x + 1)(4x — 1) 
; x$-1 . j (2x — 3)3 (3x — 272 
a) RL x2+1 ) X La x? 
x—-3x+4 . (x+ 24 —(x— 1) 
den qo ore 
x + 4 
Do RSA 
81. Encontre: 
2-2x+2 x2—-2x+92 
a) li E b) li 
x> + x+ 1 x— —o x+1 
Solução 
Observemos que: 
lim vxX2-2x+2= lim vX2-2x+2=+0, lim (x+1)=+9, 
x— + Pi=> 88 Ro ares 
: Rs nado a E +oo +oo 
lim (x + 1) = —o e não têm significado os símbolos — e —— 
Xx— —oo —+oo —00 
Fundamentos de Matemática Elementar | 8 


O INFINITO 


Notemos que: 


» » 2 2 
2 e E aseê «Ji-o+>D> 
A E EE) Ma e 
x+1 x+1 E) 
MIdL sr = 
X 
e portanto: 
2 2 2 2 
5 Eq ==. —— + — 
xX—- 2x +92 j x ql Rd 1 MU E 
lim ea = lim E ES E lim SS 
x— +00 x— +00 «(1+5) x— +00 sas 
x x 
2 2 2 2 
EA o a (Ae pt = ficas É 
x2—- 2x +92 , e a Radio 
e lim rei lim Ai = lim =-1 
de, doa d) te qa 


82. Encontre: 


= E rx = a 
a E ER e im ——— 
da RR x— +o 1 + xx 
3 
a x + x 
B) o, x+ 1 y RU x2+1 
dit Es ij É 
x— + X+d x— —» /X3— 1000 
2x2 — 3x — 5 . be + 
d) lim — >> — h) lim ————— 
x—>—0  vxt+1 x—>+o x+1 
83. Encontre lim (X2+3x+2-5). 
x— +o0 
Solução 


Observemos que 
lim vxX2+3x+2=+0 e lim (x)=+, mas carece de significado 


x — +oo Dm qpiee) 
o símbolo (+00) — (+00), 
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Para obtermos o limite procurado, multiplicamos e dividimos 


(x2+3x+2 —x) por (Vx2 + 3x + 2 + x). Assim, temos: 


E en = ESTE ETA 
VX2 + 3x + 2 +x 


= SK ar 2 
VX2 + 3x +2+x 
Notemosque lim (3x+2)=+%, lim (W2+3x+2+x)=+> eo 
x— +00 => speo 


- ae as Raia E 
símbolo pre não têm significado. Fazemos então: 
[0,6] 


2 2 

BR 3+5 
3x + 2 E x É) = E 

Ta 3,2 
FE Eieso sas 1454244] i++ +1 

o Mo 

e portanto: 
3+5 


3 

lim (272%x+3-)= lm ==> — = 5 

pisado Sega RR 2 
X X 


84. Encontre: 
a) lim (NxX+3x+4-x) e lim (X+1-X2-1) 


x— +00 x— + 
b) lim (xX+3x+4-x) f lim (NxX-4x+5-X2-3x+4) 
x— —oo x— +00 
o) (Jim (x+4-x-2) g lim (x-x2+4) 
x— + x — +00 
9) (Jim (xX2-x+1—s) hn) lim (xXFax+b-sx) 
x— +00 x— +o0 


85. Encontre: 


x+ NX — 5-2 : VX2+2x+4 — x 
a) lm >>> o) lim —>———[L>— 
x— +00 x +1 > pa qm 4 e e 


b | x x+1 
Ei Nx + 2 —- 1x +3 
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86. Encontre: 


a) lim (x + Ed] 


x— +00 
x + Nx + x 


b) lim 
x — +00 x 
x + Nx + x 


T 
6) asa V4x + 1 


87. Mostre pela definição que: 
a) lim x2=+0 b) lim x2=+o 
— + 


x jo 0) X— —00 


88. Mostre pela definição que: 


a) lim xº=+o b) lim xº=—o 
x — +00 Artes DO 


IV. Propriedades dos limites no infinito 


Veremos em seguida dez teoremas cujos enunciados serão apresentados com 
o símbolo "x — +o" e não perdem a validade se esse símbolo for trocado por 
"x— —oo". Estes teoremas são basicamente os apresentados nas propriedades dos 
limites infinitos, com adaptações para aplicações de limites no infinito. 


79. Teorema 


Se lim f(xy=+0 e lim g(x)=+, então lim (f+ gx) =+o. 
x— +o x— +00 x— +00 


Demonstração: 


Para provarmos que lim (f+ gx) = +, devemos provar: 
x— +00 


vM>0,3IN>0|x>N>(f+g)>M 


Temos, por hipótese: 
lim  f()= +, isto é, se tomamos a > 0, vem: 
x— + 
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v>>0, IN, >0|x>N > >> 

e ' is g(x) = +º, isto é, se tomamos = > 0, temos: 
v>>0, IN, >0|x>N > > 

então, considerando N = max (Ny, N5), decorre: 
VM>0,3IN>0|x>N 5 W)+E)>S+S=M 


Faremos a apresentação dos enunciados dos demais teoremas e deixaremos 
a cargo do aluno as demonstrações. 


80. Teorema 


Se lim f(x) =-o e lim g(x)=-o, então lim (f+g)=- 
x> +00 x— «+00 Xx— +00 

Observação: 

Se lim f6)=+0, lim g)=+0, lim h(x)=-—-cve lim i(x)=-—o, 
x — +00 xXx — +00 x — +00 x — +00 


não podemos estabelecer uma lei geral para os seguintes limites: 
lim (f-g, lim (h>-idx) e lim (f+hx) 
x — +o0 x — +00 x— +90 
Por exemplo, consideremos as funções f(x) = 3x — 2 e gx) = 3x + 5 
definidas para todo x real. Observemos que: 
lim (3x—-2)=+0 e lim (3x+ D)=+o 
x — +oo x — +00 


e calculemos: 
lim (f>- 9060) = lim [f6) — g69)] = 


x>— +00 x— +o 
= lim (3%x-29-(3x+5]= lim (=7)=—7 
x— +00 x— +00 


Se considerarmos as funções f(x) = 3X — 7x + 1 e gx) =2xX+2x-—3 
definidas para todo x real, teremos: 
lim (32 -7x+1)=+0e lim (22+2x-3)=+0 


x— +00 x— +00 
mas lim (f-— gx) = e [fO) — g()] = 
x— +00 X:—+ 3500 


= lim [(32-7x+1)-(22 + 2x-3)]= Jim (x2— 9x + 4) = +0 
x— +00 — +00 
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81. Teorema 
Se lim f(xgy)=+0v e lim g(x)=b5O, então: 
x — +00 x— +00 


)seb>0O então lim (f-g)x) = + 
x— +00 


l)bseb<O então lim (f-g)x) = —o 
x— +00 


82. Teorema 


Se lim f(x) =-c e lim g(x) =b O, então: 


x — +00 x— +o0 
)seb>0O então lim (f-g)x)=—o 
x + 
l)bseb<O então lim (f-g)x) = + 
x— +00 
Observação: 
Se lim f(x) =+o(ou-o) e lim g(x)=0, 
x— +00 x— +00 
em que g não é a função nula, então não podemos formular uma lei geral para 
lim (f- gx). 


x>— +00 


Por exemplo, consideremos as funções f(x) = 2x + 1 e h(xg) =x2-4 


definidas para todo R e a função g(x) = E E 1 definida em R — (1). 


Observemos que: 
lim f6)= lim (2x+ 1) = +00 
> + — + 


XxX oo x 

lim hO)= lim (xX2—-4)=+0 
x— + x— + 

lim g()= lim E = 
x— + x>+0 x— 1 

mas lim (-gog= lim fo-sgj= lim HI =» 
x— +o0 x— + x>+o x— 1 
= 4 

lim (h-g0)= Jim [h(x)-g6)]= íilim = +00 

x— + x— + x>+o x—1 


83. Teorema 


Se lim f(xy=+o e lim g(x)=+o, então lim (f-g)x) = +. 
x> +00 x> + x— +00 
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84. Teorema 


Se lim f(x) =+0 e lim g(x) = -—o, então lim (f-g)x) = —o, 
x— +00 x> + x— +00 


85. Teorema 


Se lim f(x) =-v e lim g(x)=-—o, então lim (f-g)x) = +00, 
x— +00 x> + x— +90 
Observação: 


Se lim f(x) = + (ou —0) e lim g(x) = + (ou —o), não pode- 
X —-+06 x — +00 


mos estabelecer uma lei geral para lim (Eos. 
x— +00 
Por exemplo, consideremos as funções f(x) = 2x — 3, gx) = 3x — 4 e 
h(x) = x? — 4x + 3 definidas em R. 


Notemos que: 


lim f)= lim (2x-3)=+0 
x— +00 x— +00 
lim gxy= lim (3x-4)=+0 
Xx— +00 x— +o0 
lim ho)= lim (2 —-4x+3)=+0 
x— +00 x— +00 
f f(x) 2x— 3 2 
mas lim |—|6)= lim = = im => 
x> +0 1g x— +00 g(x) x— +o 3x— 4 3 
2 — 
lim (oo = dio e fig ES a 
x— to g x— +00 g(X) x— +00 3x — 4 


86. Teorema 
1 


Se RR f(x) = +00, então REL TO = 0. 
87. Teorema 

Se qa f(x) = —oc, então RL To =0. 
88. Teorema 

Se ar. f(x) = O, então Ro ET = +00 
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Observação: 


Se existir N > O tal que para todo x > N tenhamos f(x) > O, então: 


lim im 
x— + f(x) x— + f(x) 
ou se existir N > O tal que para todo x > N tenhamos f(x) < O, então: 
lim e lim ————> = —º 


o ST aos 


89. Resumo 


Faremos agora um resumo dos teoremas apresentados, lembrando que as 
proposições continuam verdadeiras se trocarmos o símbolo "x — +00" por "x — —oo", 


lim (f+ gx) = + 
x> +00 


lim (f+ gx) =— 
x>— +00 


| +o se b>0 
lim (f-g)=] -ose b<O 


x— +00 


—o se b>0 
PUTA (-Bl)=) +ose b<O 


lim (f- gx) = +00 


x— +00 


lim (fg) = —= 


x 


lim (f- gx) = +00 


x— +00 


lim fi) = + im —L- 
x— +oo too f(X) 


I 


lim f)=—o di Es 
= 560 x— + f(x) 
XxX 


lim 1-0 | 1 
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Não podemos estabelecer uma lei para os seguintes casos: 


x— + x— + Xx— + 
x— + x — +00 x — +00 
x— + x — +00 x — +00 
( ; Si ; . 


lim f(x) = +00 (ou —o0) lim g(x) 
x— +00 x 

lim f(x) = + (ou —oo) lim — g(x) = +00 (ou —o0) lim [Doo =" 
Xx— +oo x— + x— +00 g 
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Complementos 
sobre limites 


I. Teoremas adicionais sobre limites 


90. Função limitada 
Definição 


Dizemos que uma função f, definida em A, é limitada em BC A se existir 
um número M > O tal que, para todo x pertencente a B, temos If(x)| < M, isto é, 
—M< f(x) <M. 

Em símbolos: 


fé limitadaemB & GM>0|xe B > Ift)|<M) 


Decorre da definição que, se f é limitada em B, então existem a e b reais tais 
que, para todo xE B, vale a < f(x) <b. 
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Exemplos: 


1º) A função f(x) = cos x é limitada em 
R,pois —1=cosx<1,xeR. 


2º) A função f(x) = x) + 1 não é Ii 
mitada em R, mas é limitada no intervalo 
[-1, 1], pois -2<x + 1 <2 paratodo 
xe [-1,1]. 


91. Teorema 


Se lim f(x) = b, então existe um intervalo aberto | contendo a, tal que f é 
x— a 
limitada em | — fal. 


Demonstração: 


Devemos provar que se lim f(x) = b, então existem M > 0 e 8> 0 tais 
x— a 


quese 0<|x-—al<s então If(xy| <M. 
De fato, se RUua f(x) = b, tomando e = 1 na definição de limite, temos: 
e=1,398>0|0<|x-al<os > Iflxy)-—-b)<1 

mas If(x) — b| = Iftg| — |bl 

e portanto: 
Ifty— b|<1 > Ify-loj<1>lity=Ib|+1 


pondo M = |b] + 1, temos: 
aM>0,38>0|0<I|x-al<s > Ifoy)|<=M 
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92. Teorema da conservação do sinal 


Se lim f(x) =b £ O, então existe um intervalo aberto | contendo a, tal que f 


conserva cia sinal de b em | — fal. 
Demonstração: 
Sendo RIAA f(x) = b, tomando e = a na definição de limite, temos: 
FRA Ja>0|0<|x-al<ã > oo pI < tl > 

= play <p + Bl 


Se b>0, então, para todo xtal que O <|x— a] <8, vem 


bl bb . 
> b 2 270 > f temo mesmo sinal de b. 


f(x) >b 


Se b<0, então, para todo xtal que O<|x— a] <8, vem 


to<b+Bl=p-D=Dco > f tem o mesmo sinal de b. 


93. Teorema do confronto 
Se lim g(x) = lim h(x) =b ese fétal que g(x) < f(x) < h(x) para todo 


x= a x=> a 


x€E | — fa), em que | é intervalo aberto que contém a, então lim f(x) = b. 


x— a 
Demonstração: 
Sendo lim g(x) = lim h(x) = b, então, para todo e > O, existem 3, > O 
x> a xd 


ed > 0 tais que: 
o<|x-al<a => Iy)-b|<e>b-e<gi)<b+e 
o<|ix-al<s > Ihy-bl<e>b-e<h(ixg)<b+e 


Sendo ô = min (64, 95), temos para todo e > O, existe 8 > O tal que 
o<|x-al<s>b-e<gy<sfy)<hpgy)<b+re> 
> b-e<fy)<b+re> Ifx)-—b|<e 
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isto é: 
lim f(x) = b 
x— a 
"Se lim g(x)= lim h(x)=besefétal que g(x) = f(x) = h(x) para 
x— +00 Xx— +00 
todox E ja, +=] então lim f(x) = b." 
x— +00 
Demonstração: 
Sendo lim g(x) = lim h(x) = b, então, para todo e > O, existem 
x— +00 x— +00 


N >0 e N,>0 tais que: 
x>N > I(y)-bl<e>b-e<g)<b+e 
x>N > Ihgy-b|<e>b-e<h(igy)<b+He 


Sendo N = max (Ny, N5), para todo e > O, existe N> O tal que 
x>N> b-e<gy)<f)<hg)<b+re>b-e<fy)<b+re > 
> Iftxy) — b) <e 
isto é, lim f(x) =b. 
x— +00 


Observação: O teorema continua válido se substituirmos "x — +“+o" por 
"x— —o" e Ja, +o[ por ]J-o, af. 
94. Teorema 


Se lim f(x) = be lim g(x) = c, com b < c, então existe um intervalo 


x> a x> a 
aberto | contendo a, tal que f(x) < g(x) em | — fa). 
Demonstração: 
Sendo lim f(x) =b e lim g(x) = c e tomando Ee = na definição 
Xx— a x— a 
de limite, decorre que existem 3 > 0 e 35 > 0 tais que: 
pali=geá elles 2 et E 
2 2 2 
o<|x-al<a => lg(x — cl < ais = EE poe O 
2 2 2 
Tomando 8 = min (5,, 35), temos: 
drojo<bk=-aj<ss fo) <25€ < go) = f(x) < g(x) 
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II. Limites trigonométricos 


95. Teorema 


lim senx=sena, Va€E R 
x—>— a 


Demonstração: 


Para demonstrarmos que lim senx = sena, provemos que 


x>— a 
lim (senx— sena) = O, já que lim senx=sena & lim (senx-—-sena)=0. 
x>— a Xx=— q X—+ a 
Temos, da Trigonometria, 
x— a x+a x+a =a 
0O<|senx-senal=|2sen——— - cos >— “| =|2 cos sen 
2 2 2 
x— a Xx= a x+a 
mas |sen>—— | = |—5—| e |2 cos < 
2 2 2 
Então: 


x— a 


0=|senx-senal<2 = 0=|senx- senal=|x-—al 


Considerando as funções g(x) = O, f(x) = |senx — senal e h(x) = |x— al e 
notando que 


lim g(x) = lim 0 =0 
x—a x—a 

lim h(g) = lim Ix-al=0 
X-— a x— a 

Segue-se pelo teorema do confronto que lim |senx-— senal = O e, portanto, 
x>— a 

lim |senx— senal = 0, ouseja, lim senx=sena. 

X:=+.d X = 


96. Teorema 


lim cosx=cosa, Va€E R 
x— a 


A demonstração deste teorema, que é feita de modo análogo à do anterior, 


ficará como exercício. 
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97. Teorema 


Ê T 

lim tgx=tga, Vas +km, kEZ 

x—a 2 
Demonstração: 

Eai lim sen x RA 

; . X x>a 

lim tgx= lim mos r =tga 
X-a x— q COS X pm ROSA cos a 


98. Teorema (limite trigonométrico fundamental) 


sen x 


x> a 
Demonstração: 


Da Trigonometria, temos: 


T 
a) O<x<5 > senx<x<tgx> 


sen x 
1 1 4 
E gs DES, t 
senx” X tg x (1) did 
b) -S<x<0 = senx>x>tgx = 
1 1 Eh 
> senx O x O tgx a 
sen x 
tg x 


Fundamentos de 


Matemática Elementar | 8 


COMPLEMENTOS SOBRE LIMITES 


Multiplicando as desigualdades (1) e (2) por sen x, resulta: 


m (senx>0) senx . senx. senx sen x 
a) O<x<> — >——— > cosx 
2 sen x x tg x 
q (senx<0) senx .— senx . senx sen x 
Db) -><x<0 ——— >—0— > COS X 
2 sen x x tg x 
Temos, portanto: 
T q sen x 
para -2%X<5 ex*0 cosx<-—— < 1 
X 
: sen x 
Considerando g(x) = cos x, f(x) = = É h(x) = 1 e notando que 
lim g(x) = lim cosx=cos0O =1 
x— 0 x— 0 
lim h(x) = lim 1=1 
x— 0 x>— 0 
: sen x 
pelo teorema do confronto, resulta: lim E 3 
x— O 


EXERCÍCIOS 


89. Encontre: 


firiá sen 2x e tim sen 3x fá 1 — cos x 
a) x=0 X ) x— 0 sen 5x 6) x>0 ra 
Solução 
sen 2x : sen 2x 
al | =D im (2. J=2:1=2 
rs x x>0 2x 
a SENSE 4 3 sen3 Ox no Ss 
») dm Sos dim (5º E co vas 
im 1 —- cosx lim (1 — cosx(1 + cosx) 
6) ss) e E x2-(1 + cos x) = 
Mi (sen x)2 al ari 
a RE acoes n O 2 
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90. Encontre: 


a) lim sen 3x f) lim Jg ax 
x>0 2x x— 0 bx 
b) lim sen 2x g) lim 1 — cos x 
x—0 senx x— 0 X 
o) lim sen ax h) lim jp FERA 
x>— 0 bx x— 0 x 
d) lim sen ax lim tgx + sen x 
x— 0 sen bx x—0 x 
e) lim tg 2x lim 1 — cosx 
x>0 3x x— 0 X:senx 
; senx — sena 
91. Encontre lim 2" "= 
x—a x— a 
Solução 
Da Trigonometria, temos: 
lc x+a 
senx— sena = 2 sen———— - cos 
2 2 
Então: A 
“= a x+a 
2 sen cos 
a senx — sena E 
lim > = lim = < = 
x—>—a x—a x— a 26 ts] 
X= 8) 
E Se 2 x+a 
= lim "cos —5—|=1 cosa =cos a 
Ne el 24 == e 
2; 


92. Encontre: 


cos x — cos a 


a) lim 
x—a x— a 

b) lim tex-—tga 
x—a x—a 

c) lim sec x — seca 
x—a x—a 
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1-tgx 
+ g 


sen x 


sen 3x — sen 2x 


[e] 


COMPLEMENTOS SOBRE LIMITES 


a . - 3 
g) lim cos 2x : cos 3x n) lim 1 sos x 
x— 0 X x>— 0 sen" x 
h) lim sen(x+ a) — sena o) lim sen ax — sen bx 
x— 0 X x— 0 x 
lim cos (x + a) — cos a p) lim cos ax — cos bx 
x> 0 X x>0 x 
à x 
— sen 5 
; . 2 . =» 
po lim S&S q) lim X— sen 2x 
x>7 0 T—X x— 0 X+ sen 3x 
k) lim 1 —- 2 cosx o) lim o os 
o t— 3x = 
dt a E, x 
3 
cos EX 
1-—-x 2 
D lim >——— s) lim ——+— 
x— 1 Sen Tx x>1 1-x 
m) lim cos 2x b lim v1 + senx — 1 — sen x 
x cos x — sen x x—>— 0 X 
93. Encontre: 
. 1 ' X 
a) lim x- sen — c) lim (1 — x): de quad 
x>—0 x x> 1 2 
E 1 . T 
b) lim x-sen— d) lim cotg 2x - cotg 2X 
x=+-<Sos x x— 0 


II. Limites da função exponencial 


99. Teorema 


SeaeRe0O<axz1, então ida ; 
Xx— 


Demonstração: 


Para demonstrarmos que lim a* = 1, devemos provar: 
x>— 0 


ve> 0,395>0|0<Ixg<ôs > l|a-1|<e 
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Supondo a>1 e O<e<1, temos: 


la-il<eso-ce<xak-Il<eS1L-e<xa<1i+es 
o log, (1 —-e)<x< loga (1 +e) 
mas,sea>1 e0O<e<1,então log, (1 -e)<0 elog (1 +e)>0 
e, portanto: 


loga (1 —-e)<x<log (1+e) os x<log (1+e) e 
-x<-log (1-9 e Ix<log,(1+e)e |xl< log, (1 — e). 


Assim, para todo O <e<1,existe O = min flog, (1 + e), —log, (1 — e) 
talque O<I|x)<ô => |aa-1t|<e. 


Se a>1 ee=1, tomamos e'< 1 <e e determinamos 
o = min (loga (1 + e), —loga (1 — e) tal que 
o<Ix<s' >l|ar-i|l<e<e 


Deixaremos a cargo do leitor a demonstração para o caso O<a<1. 


100. Teorema 


SeaeRe0O<a x1í,então lim a = a. 
x>—b 


Demonstração: 


Para demonstrarmos que lim a*=a?, provemos que lim (aX—- a?) = 0. 
x>b x>b 


Provemos inicialmente que lim ax P=4, isto é: 
x>b 


ve> 0,58>0|0<l|x-b|<s > |arcP-1|<e 
Fazendo x — b = w, temos: 
ve> 0,58>0|0<lwW<s>lar-1t|<e 

que é verdadeiro pelo teorema anterior. 


Mostremos agora que lim (a*— a?) = O. De fato: 
x>b 


i x — aby — i b.. Xx—b — ab. li X= = = 
dim (a ab) dim la (a 1))=a dim la 1) 


=a?.[ lim RAE nao AEE 
x—b 
101. Teorema 


SeaeRea>i,então lim a =+0oe lim at=o0. 


x— + Xx— —oo 
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Demonstração: 


Para demonstrarmos que lim a*= +, devemos provar: 
x— +00 


vM> 0,3N>0|x>N > a>M 
Notemos que para todo M> O temos a&*&>M & x> log; M. 


Se M> 1, tomamos N = log, M > O e segue que, para todo M > 1, existe 
N=loggM>0Otalque x>N> a>m. 


Se 0<M< 1, tomamos M' > 1>M, determinamos N = log, M'>0 e 
segue que, paratodo M<1, existe N= log,M'>0O talque x>N > at>M. 


Para demonstrarmos que lim a*= O, devemos provar: 


x— —o 
vVve> 0, 3N<0O|x<N> |al<e 

Notemos que: 

laj<eoa<eox<log.e 

Se 0O<e<1, tomamos N=log;e<oO,talque x<N > la|<e. 

Se e > 1, tomamos e' < 1 <e, determinamos N = log, £' < O e segue 


que, para todo e> 1, existe N=log,e'<0 talque x<N > lal<e'<e. 


102. Teorema 


SeaeRe0O<a<1,então lim a*=0e lim at=+o, 


x— +00 Xx— —o00 


A demonstração deste teorema ficará a cargo do leitor como exercício. 


103. Teorema 


SeaeR,0<axz1e lim, f(x) = O, então ua ais =, 
Xu Xo—+ 


Demonstração: 


Considerando que o f(x) = O e supondo a > 1, temos: 
X — 


1) Dado e, > O, existe 9, > O tal que 
o<|x-b|<a, > Ifty|<log(1+e) > 


> log, (1 +84) < f(x) < log; (1 + 84) 
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2) Dado O<e,<1, existe 95 > O tal que 
o<|x-b|<a > Ifty)<-log (1-8) > 
> loga (1 — e5) < f(x) < —loga (1 — e5) 

Notemos que, para e& > 0 e O<e,< 1, temos: 
log, (1 —-e5)<0<log;(1+€4) 

Então, para todo e > O, temos: 

1) Se 0O<e< 1, então existe 8 = min (64, d5) tal que 
o<l|x-b|<ôs > log(1-s)<fy)<log(1+e) > 
51-e<aU<ires ce<aO)-1<e> |jal)-1]<e 

2) See > 1, então tomamos O < e! < 1<eeexisteo > O tal que 
Oo<l|x-b|<a > jato -g]<e <e 


Assim provamos que lim af) =1 paraa>4. 
x>b 
Deixamos a cargo do leitor a demonstração para O < a < 1, que é feita de 
modo análogo. 


104. Teorema 


SeaeRe0>az1e lim f(x)-c, então: 


x>b 
lim f(x) 
lim alt)= asd =aº 
x>b 
Demonstração: 


Por hipótese, temos im f(x) — c, isto é, im, [f(x) — c] — 0. 
X:=—+ Re 


Pelo teorema anterior: 


lim [f(X)-c]=0> lim afo-d=4 
x>b x>b 


Para demonstrarmos que lim af = as, provemos que lim [al) -a]=0. 


x>—b x—b 
Então: 
lim [ato -aj= lim ae-[al) cc 4]= 
x—b x—b 
=aº- lim [aty-e-4]=ae-[ lim afo-e — q]= 
x—b x>—b 


=ae-(1-1)=aº-0=0 
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EXERCÍCIOS 


Calcule: 


a) lim 3 
x—2 


: 1 
o tr, (5) 


Calcule: 


a) lim 2242 — 3x +1 
= 


b) lim q2+ 6 +2 


x— —2 
Calcule: 
xX-4 
a) lim 372 
x— 2 
1-—x2 
1 X— à 
b) lim [5 
x— 1 
x —-3x+2 
e im, 28 A 
x— 1 


d) 


e) 


d) 


d) 


e) 


f) 


3x + 2 


lim ex 1 
x> 0 


4x2 + 6x — 2 


lim. do 4 
x— —2 


x) — 6x2 + 11x — 6 
(3) xX2 3x + 2 


lim 
x— 2 
K= 1 
lim eX=1 
x>1 
x —-5x+4 
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IV. Limites da função logarítmica 
105. Teorema 


SeaeRe0O<az1i, então lim (log, x) = O. 


| 
x> 1 
Demonstração: 
Para demonstrarmos que a (loga x) = O, devemos provar: 
Vve>0,38>0|0<|x-1]<8 > llog,x|<e 


Supondo a > 1 e £>0, segue que: 


logxl<e es -e<logx<eo at<x<ao 


Sat-t<x—-i<al-l1masat-i<0eal-1>0, portanto: 


at-i<x-l<adl-losx-i<al-leil-x<i-atos 
elx-dl<a-telx-d|)<1—a 

Assim, para todo e > O, existe 9 = min (a” —- 1,1 — a *) tal que: 

Oo<|x-1|<8 = llog,x|<e. 

Supondo O<a<1 ee>o0, segue que: 

logaxl<e es -e<logx<eo d<x<ato 
Sat-il<x—-l<at-Imasal-1<0eaf-1>0, portanto: 

at-l<x—-il<at-losox-—-i<at-el-x<1i-—a os 
e lx-il<a:-telx-ds<1—a 

Assim, para todo e > O, existe 8= min (a * — 1,1 — a” tal que: 

o<l|x-1|<s > llog,x|< e. 


106. Teorema 


SeaeRe0O<az1i,então lim (log, x) = log;b em que b > 0. 


| 
x>b 
Demonstração: 
Para demonstrarmos que lim (log, x) = log, b, provemos que: 
x>b 


lim (log, x — log, b) = O. 
x>b 
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NE ; x j ; 
Provemos inicialmente que lim [io é) = 0, isto é, 
x>b 


ve>0,38>0|0<Ix-b|<ô 6 og É) <e 


Fazendo o = w, isto é, x = bw e notando que 


Ix— b] = |bw — b| = |b| - lw — 1], temos: 


ve >0, 3 >olo<ju-al<=ô o llog, w| <e 


que é verdadeira pelo teorema anterior. 


Mostremos agora que UR (loga x — logs b) = 0. 
X e 
De fato: 


lim (loga x — loga b) = lim [io E =0 
b x>— b b 


Xx— 


107. Teorema 


SeaeRea>1i,então lim (log;xy=+v e lim (log,x)=-—o. 
x— + x— 0* 


Demonstração: 


Para demonstrarmos que lim (log, x) = +º% devemos provar: 
x — +00 


vVM>0, 3IN>0|x>N > logx>M 

Notemos que, para todo M > O, temos log;x>M & x> aM, 

Assim, tomando N = aM, segue que para todo M > O existe N = aM > 0 
tal que: 

x>N > logx>M 


Para demonstrarmos que lim ' (loga x) = —ºº, devemos provar: 
x— 0 


vM<0,38>0|0<x<B = log;gx<M 

Notemos que: 

logax<M es x<aM 

Assim, tomando 3 = aM, paratodo M<O existe 8 = aM > O tal que: 


O<x<ô > log;gx<M 
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108. Teorema 


SeaeRe0O<a<1,então lim (logx)=-—-v e lim (log,x)=+. 
x— +00 x— 0* 


A demonstração deste teorema, que é feita de modo análogo à do anterior, 
ficará a cargo do leitor. 


109. Teorema 


SeaceR,0<azi1e a. f(x) = 1, então LUA [loga f(x)] = O. 
id X— 


Demonstração: 


Considerando que au f(x) = 1 e a> 1, temos: 
X + 


1) Dado e, > O, existe 9, > O, tal que 
o<|x-b|<a > lIfty-1|<as- > 
> 1-ai<f(xy-1<ari-1>2-au<f(x) <a 
2) Dado e, > 0, existe 965 > O, tal que 
o<|x-bl<s > lIfyy-1]<1 as 
Sat -i<f(x)-1<1i-ate>sate<f(x)<2 —- aê 
Notemos que, para e& > 0 e e, >0, temos O<a*<1< a, 
Então, para todo e > O, existe ô = min (64, 35) tal que: 
Oo<|x-b|<ôa>at<fgy)<a> -e<log, fx) <e > llog, f(x) < e. 
Com isso provamos que EA [loga f(x)] = O para a > 1. Deixamos a cargo 


do leitor a demonstração para O< a< 1. 


110. Teorema 
SeaeR,0<azi1elimf(xg)=-c>o0, então: 


x>b 


lim [loga f(9)] = logs | lim ft) = loga c 
x>b x>b 
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Demonstração: 
e lã qui NO 
Por hipótese, temos LM f(x) = c, isto é, lim a 1 
XE = KU 


Pelo teorema anterior, 
lim —+>=1 > lim os, tuo. =0. 
x>b € x>b c 
Para demonstrarmos que o. [loga f(x)] = log, c, provemos que 
Xx— 
lim [loga f(x) — log, c] = 0. 
x>b 
Temos: 
FO) 


Ru [loga f(x) — loga Cc] = RAN io. sa] =0 


EXERCÍCIOS 


98. Calcule: 
a) lim loga x c) lim tnx 
x—2 x— e? 
b) lim log, x d) lim — logx 
se 3 x — 1000 
99. Calcule: 
a) lim logo x d) lim logos x 
x— + x— + 
b) lim log, x e) lim tnx 
x>— +00 3 x— 0+ 
ce) lim nx f) lim log, x 
x — +00 x>0" 
100. Calcule: 
; . 6x +2 
E 
a) Rus logo (4x Tx + 5) c) Ea log AA 
; E 3x2 — 5x +2 
2 en 
b) Ro tn (3x2 + 4x — 2) d) Am logs rãs 
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104. Calcule: 
a) lim log ++? e) lim 4n E Sn 
4 FRA x—3 x+1-—-2 
b) lim log Re d) lim log 3oNt— 4x 
x—0 xº + x x—>—2 V6 +x—2 


V. Limite exponencial fundamental 


111. Teorema 
1 n 
Na função f(n) = (a + a) definida em N*, temos: 


(1) f é crescente em Nx 
(2)2<=f(n)<3,VYne N+* 


(3) existe lim f(n) 
n> + 


Demonstração de (1): 


n 
Desenvolvendo (a + a) pelas fórmulas do binômio de Newton (veja no livro 


5), temos: 
o 8 n) 1 n 1 ny 1 n) 1 
tm) =(1+5) -1+(1) 2.(2) &+(5) +() a 
Lembrando que y a arai <n, vem: 
e io qn= PS A vem 
o ES n 1 n(n — 1) 1 n(n—1(n—-2) 41 
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ou seja: 
E - 1 1,1, 1(4-2 
mm -(1+5) arado =) ala =) 2) 4 + 
cedia) -3) (ab) 
n! n n 3 n 
Indicando 
aa) (a) o-8) (se) (o) (6-9) 
n 3 n j=1 n 
temos: 
p=": i 
- d el 
im=2+ L Td ( L) 
1 pose 
Desenvolvendo de modo análogo fin + 1) = (a a Si ç 


encontramos: 


= E 
VU a EE] H(i-da] 


Para demonstrarmos que f(n + 1) > f(n), devemos provar: 


ad É 1 i j n= 4 1 i j 
a) jà mf 1-)> 2, am (1-4) 


1 q j 
o gr (1-)>0 


Prova de a: 


Notemos que, paratodo jEeN e 1<j=n-—1, temos: 


j ad o o 
ES nd EE dd n > 


NE 
n 


1 n-1 j 1 n=1 é) 
> n+ ndo) mid ? 


so À 1 -4 j n—-1 1 j 
nd EO (a - > CRE mo (1-5) 
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Prova de b: 

A glhodI) Lo y(n+i=- 
(od = A ade O in + A = n+1 

ih 1 1 1 


mo ma dA nticdqamm+rm!= 


j 


-rpr>0 pois n € N* 


Demonstração de (2): 


Considerando que em (1) provamos que f é crescente em NX, decorre que f 
assumirá o menor valor para n = 1. Então: 


1 
my =(1+5) = 


portanto f(n) = 2 para todo n E NX, 


Provemos agora que f(n) < 3 para todo n E NX. 


Notemos que, para todo jE N, 1=<j=n-— 1, temos: 


à n=1 
JS =. 
1 Leis mM (1 b<a 
e,paratodo iEN, 1=<i=n-— 1, temos: 
: ah 1 
> 9 E SS 
1+D)l=2> dr Sa (*) 


portanto, paratodo IEN,jEeN,i<i<n-1ei<js<n-1, temos: 


n—-1 : n-1 n— a n-—-1 


1+,=4 n Files n = 2 01 
E 

Mas e» a é a soma dos termos de uma progressão geométrica, portanto: 
= 

ni=< 
1 1 1 1 1 1 

2, gSototaottaar=icaasti 


(*) Fica como exercício provar por indução finita que (1 + i)! = 2, Vi E NX. 
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logo: 


Demonstração de (3): 

Considerando que f é crescente e limitada em N*, seja L, 2= L<3 tal que: 

1º) f(n) < L para todo n E N* 

2%) se f(n)<K paratodo ne N*, então K=L 

Mostremos que E mA f(n) = L. 

De fato, para todo e > O, existe n, E NX, tal que f(n,))>L —e. 

Tomando M = n,, temos paratodo e>0 en>M 
L-e<f(n)<fn)<L<L+e 
isto é, para todo e > O, existe M > O tal que: 


n>M > Ifn-L|<e 


112. Definição do número e 


n 
Chamamos de e o limite da função f(n) = (a + a) definida em N*, quando 
n tende a +00. 


O número e é um número irracional. 
Um valor aproximado de e é 2,7182818284. 


113. Teorema 
1 x 
Seja a função f(x) = (a + E definida em x ER |x< —1 oux > O), 


1 x 
então lim [1+ E =e. 
x — +00 x 
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Demonstração: 


Sejam ne n + 1 dois números inteiros positivos e consecutivos. Para todo x 
talque n<x<n+ 1, temos: 


isgenaisSBs + > 
o nº x” n+1 
1 1 1 

nd 


Considerando que n=x<n+ 1, resulta: 


1 n 4X qn+1 


n 
= lim (1+5) “lim (1+d)-e-1-e 
n n 


n— + n— +00 


então, pelo teorema do confronto, temos: 


x 
lim (1+5) =e 
x— + X 


114. Teorema 
1 x 
Seja fa função definida em (x ER|x<—1 ou x> 0) por f(x) = (a + +) : 


1)x 
então lim [1 + E) =e. 
x— —vw x 
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Demonstração: 


Fazendo x = —(w + 1) e notando que se x tende a —» então w tende a +, 
temos: 


; 1 Xo . 1 —(w + 1) o 
dm (+) = gi lt ea) 
: W —(w + 1) . w+1w+1 
o Eur E 


w+1 w 
= lim (1+5) = lim (1+5) (1+5)) = 
W — +00 W W — + W Ww 


W 
= lim (1+5) “lim (1+5)-ec1-e 
Es W W 


w— + 


115. Teorema 


Seja a função definida em x ER | -1< x O porf(x) = (1 + x), 
1 


então lim (1+x)“=e. 
x— O 


Demonstração: 
1 
4. X 1) 
Fazendo x = Yy obtemos (1 +x) = [1+ Y e notando que 


x>0t 5 y— +o 
x> 0" 5 y— —o 
temos: 


1 
A y 
lim (149º = lim (1+5) -=e 
x— 0* y> + y 
lim (14X = lim (1+5) -e 
x— 07 y>— —o y 
e portanto: 
á 1 
lim (1+x)* =e 
x>— 0 


116. Teorema 


as j at — 1 
Se a> 0, então lim m = tna. 


| 
x— 0 
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Demonstração: 


Para a = 1, temos: 
; at — 1 . 1X — 
lim = lim 

x>0 x x>—0 


1 = lim 0=0=tn1 
x— O 


Supondo O< a 1 efazendo a*— 1 = w, temos: 
-l=-wu5sa-1t+w>s na =-AN(I1+WwW>S 


en(1 + w) 


5 xtna=tn(L+w) > x= a 


a 1 Ea tna 
e Wan 


Notemos que 


Notando que, se x tende a zero, então w também tende a zero, temos: 


li jm DD duas fim a = 
E E 1+ o = E 
x>0  X w—o tn( w) w O Lona+w) 
W 
= faço ii 1 o tna tna tna é 
= MRS WO TR 1 tne al qa 


tn(1 + ww tn | lim (1 + wa) 
w>— O 


EXERCÍCIOS 


102. Calcule: 
. 1)2x . 3X 
lim +>— lim +> 
a) dm a +) b) dm fa +) 
Solução 


> 1) ; aa 14? 
lim >| = lim — = lim = = Gê 
o im (145) dm oa] dm o )] á 


x 
b) Fazendo w = 3 temos: 


, 31x 1)3w 4Nw78 
Ep i = = i > = (58) 
Gi fo o (o 
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103. Calcule: a 
; 3x : 4 
a) lim (a e 5) e) lim (a de S) 
Xx> +00 X Xx— —oo X 
x+2 x 
b) lim (a + 5) lim (a + a 
x— —o x x— +oo x 
. 4x , a bx 
lim [1 +— lim Ec 
c) dm +) 8) dm (a à) 
23x E X x 
a dm (1+5) dm (5) 


104. Calcule: 
x 3x 
a) La (1-5) c) lim (1-5) 
X — 80 Xx—> —oo 
2 
b) lim (1-2) d) lim (1-5 
x— —oo x x— +oo x 
x 
105. Calcule lim ea 
x— +o X= 1 
Solução 
x+1 4 1) 
| ae dl x (1+5) 
im = lim = lim = Ri 
sã tea (UR — áL x>+0| x—1 x— +o0 (= L 
X X 
lim (145) E 
Ki 1508 Ne ma EO) 
= = = (s 
lim 1-D) E 
x — +oo X e 
106. Calcule: 
ç x+ 4% . x—- 44+3 
a) dm (5) d) dm (5) 
Xx+ 2 x2 + 1) 
b) dm (E) e) dm (SS) 
lim (X2SF 
6) x— —oo x+2 
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107. Calcule: 


; 2x + 3) 
a) dm 7) 


. 2x — 14X 
E dm (o T ) 


108. Calcule: 
ex — 1 
a) lim 
x—0 X 
BK: = 
b) lim E + 
x—0 x 
, ex E É 
(o) E e 
32 — 1 
d) aim Dx 1 
109. Calcule: 
, tn(1 +) 
a) lim 
x—0 x 
b) li log (1 + x) 
x—>— 0 x 


410. Calcule: lim V1 — 2x. 


x=—0 


o K—e? 
e RUA x— 2 
. ex = ea 
dim ga 
. 2x — 9a 
9 im 
Ee di en (1 + 2x) 
x— 0 x 
di log (1 + 3x) 
x>0 x 
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LEITURA 


Newton e o método dos fluxos 


Hygino H. Domingues 


Matematicamente, o século XVII já reunia condições para a criação do 
cálculo diferencial e integral como disciplina independente da geometria — 
a álgebra simbólica e a geometria analítica, produtos recentes, propiciavam 
esse avanço. Por outro lado, os grandes problemas científicos da época re- 
queriam um instrumento matemático mais ágil e abrangente que o método de 
exaustão. (Ver págs. 52 e 53.) 


Esses problemas eram principalmente quatro. O primeiro consistia em 
achar velocidade e aceleração de um móvel, conhecida a lei algébrica rela- 
cionando espaço percorrido e tempo (e vice-versa). O segundo dizia respeito 
à determinação de tangentes a curvas (questões de óptica, por exemplo, 
levavam a essa preocupação). O terceiro envolvia cálculos de máximos e mí- 
nimos (por exemplo, qual a máxima e qual a mínima distância de um planeta 
ao Sol?). Por fim, a obtenção de coisas como comprimentos, áreas, volumes 
e centros de gravidade, para as quais o método de exaustão exigia muita en- 
genhosidade. Vários matemáticos do século XVII enfrentaram esses proble- 
mas, alguns com contribuições de grande porte. Entre estes, porém, dois se 
sobressaíram, cada um a seu modo, com papel decisivo: Newton e Leibniz. 


Isaac Newton (1642-1727) nasceu na aldeia de Woolsthorpe, Inglaterra, 
filho póstumo de um pequeno sitiante da localidade. Ele próprio estava fada- 
do ao mesmo destino, não fora a habilidade demonstrada em menino para a 
construção de engenhos mecânicos. Assim, mesmo não revelando nenhum 
brilho especial na escola pública em que ingressou aos 12 anos de idade, em 
1661 chegava ao Trinity College, Cambridge, onde se graduaria em ciências 
quatro anos depois. A peste bubônica que assolou Londres a seguir levou-o 
a passar os dois anos seguintes em sua aldeia natal. Foi nesse período que 
engendrou as bases científicas do método dos fluxos (hoje cálculo diferencial) 
e da teoria da gravitação universal. Em 1669, dois anos após ter retornado a 
Cambridge para obter o grau de mestre, sucede Isaac Barrow (1630-1677) no 
Trinity College (por indicação do próprio Barrow, seu ex-professor). Somente 
em 1696 deixaria sua cadeira em Cambridge a fim de exercer funções públi- 
cas de alto nível em Londres. 


COMPLEMENTOS SOBRE LIMITES 


Numa monografia de 1669, que só circulou entre seus amigos e alunos 
(apenas em 1711 foi publicada), Newton expôs suas primeiras ideias sobre o 
cálculo. Por exemplo, usando a expansão generalizada de (x + a)?, resultado 
que obtivera anteriormente (salvo quando p é inteiro positivo a expansão é in- 
finita), mostrou que a área sob a curva z = axº (p E Q) éy = pax? — 1 (derivada 
de z, na terminologia moderna). Vice-versa, a área sob a curva y = pax?" 1 
é z = ax?. Tudo indica que esta foi a primeira vez na história da matemática 
que uma área foi obtida pelo processo inverso da derivação. Este resultado 


contém, em gérmen, a essência do cálculo. 


Mas a exposição de Newton pecava quanto ao rigor lógico. Numa se- 
gunda versão em 1671 (só publicada em 1736) considera suas variáveis, 
às quais chamou de fluentes, e indicou por x, y, ..., geradas por movimentos 
contínuos. A taxa de variação de um fluente x é o que Newton chamou de fluxo 
de x e indicou por x. Foi esta versão, porém numa linguagem geométrica, que 
Newton incluiu em sua obra-prima, os Principia. Em três volumes (o último de 
1687), esta obra mostra, pela força do cálculo, como a lei da gravitação impli- 
ca os movimentos em elipse dos planetas, conforme as leis de Kepler, além 
de abrir caminho para uma descrição matemática do Universo. 


A questão do rigor no cálcu- 
lo ainda mereceria a atenção de 
Newton, num trabalho de 1676 
— mas sem resultados significa- 
tivos. Quase dois séculos decor- 
reriam até que o assunto fosse 
posto em pratos limpos quanto à 
sua fundamentação lógica. Mas 
a essência dessa fundamenta- 
ção, a teoria dos limites, estava 
em sua obra, na ideia de taxa de 
al variação. De qualquer maneira, a 

obra de Newton é um monumen- 
to científico. Outros iriam cuidar 
dos acabamentos. 


COLEÇÃO PARTICULAR. THINKSTOCK/GETTY IMAGES 


Continuidade 


I. Noção de continuidade 


117. Definições 


Seja f uma função definida em um intervalo aberto | e a um elemento de 1. 
Dizemos que f é contínua em a, se lim f(x) = f(a). 
Xx— à 


Notemos que para falarmos em continuidade de uma função em um ponto é 
necessário que esse ponto pertença ao domínio da função. 

Da definição decorre que, se f é contínua em a, então as três condições deve- 
rão estar satisfeitas: 


1º) existe f(a) 


2º) existe lim f(x) 
x> a 


3º) lim f(x) = f(a) 


x>— a 


118. Seja f uma função definida em um intervalo aberto | e a um elemento de I. 
Dizemos que f é descontínua em a se f não for contínua em a. 

Observemos também que para falarmos em descontinuidade de uma função 
em um ponto é necessário que esse ponto pertença ao domínio da função. 
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Da definição decorre que, se f é descontínua em a, então as duas condições 
abaixo deverão estar satisfeitas: 
1º) existe f(a) 


22) não existe lim f(x) ou lim f(x) = f(a) 
x—a x— a 


119. Dizemos que uma função f é contínua em um intervalo aberto Ja, b[ se ffor 
contínua em qualquer elemento x desse intervalo. 


120. Seja a um ponto do domínio da função f. 


Dizemos que f é contínua à direita de a se lim . f(x) = f(a) e dizemos que f 
x—a 


é contínua à esquerda de a se lim f(x) = f(a). 
x— a” 


121. Dizemos que uma função f é contínua em um intervalo fechado [a, b] se f 


for contínua no intervalo aberto Ja, b[ e se também for contínua à direita de a e à 
esquerda de b. 


122. Exemplos: 


1º) A função f(x) — 2x + 1 definida em R é contínua em 1, pois 
lim f(x) = lim (2x+ 1) =3 = f(1). 
x> 1 x>1 


Notemos que f é contínua em R, pois para todo a E R, temos: 


im (2x+1)=2a+1=f(a) 


im fo) = | 
a x— a 


| 
à Qi 
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2º) A função 


fo) = 2x+ 1 sex+1 
n 4 sex=1 


definida em R é descontínua em 1, pois 


lim f(x) = lim (2x+1)=3 24 =f(1). 
x>1 x>1 


Observemos que f é contínua em R — (1) pois, para todo a E R — (1), 
temos: 
lim f(x) = lim (2x+ 1) = 2a + 1 = f(a) 
x— a x— a 
3º) A função 
x+1 sex<1 
M=11-x sex>1 


definida em R é descontínua em 1, pois 
lim f6)= lim (x+1)=2 
x> 17 =» > 


e lim f)= lim (1-x)=0 
x— 1+ x— 1+ 


portanto, não existe lim f(x). 
x>1 


Observemos que f é contínua em R — (1) pois, para todo a E R — (1), 
temos: 


e sea>1,então lim f(x) = lim (1-x)=1-a = f(a) 
= x—a 
e sea<1,então lim f(x) = lim (x+1)=a+1 = f(a) 
x— a x—a 
E n AME at 
4º) Na função f(x) = x definida em 


R* não podemos afirmar que f é descontínua 
em x=0, pois x= O não pertence ao domf- 
nio da função. 
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Observemos que 


|x| I 1sex>0 


= T-ísex<0 


é contínua em R* pois, para todo a E R*, temos: 


e sea>o0, então lim f(x) = lim 1=1 =f(a) 
x—a x—-—a 

e sea<o, então lim f(x) = lim (-1)=— 1 = f(a) 
x—>—a x—a 


= = as 
5º) Na função f(x) = Ea definida 
em R — (1) não podemos afirmar que f é 
descontínua em x = 1, pois x = 1 não per- 
tence ao domínio da função. 


Notemos que f é contínua em R — (1) pois, para todo a E R — (1), temos: 


X — 
lim f6)= lim >—>—— = lim (x+1)=a + 1 = f(a) 
x—a t=a X=4 x—a 


EXERCÍCIOS 


111. Verifique se a função definida por 
xX—-1 sex<2 


f(x) — 
7 —- 2x se x=2 


é contínua em x = 2. 


Solução 


Devemos verificar se lim f(x) = f(2). 
= 2 


a) (2)=7—-2:2=83 
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b) lim fo)= 


= 20 


lim f(x) = 


x— 2+ 


então 
X — 


(x —- 1)=3 


= 20 


lim (7 —-2x)=3 
x— 2+ 


lim fo)=3=2) 
2 


logo f é contínua em x = 2. 


112, 


a) f(x) = 


113. 
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3x + 2 
—2x 

x — 3x +92 
x + 4x— 5 
3x — 10 

2 

10 — 2x 
2x2 — 3x+2 
2 

2—x2 


3 sex=z0 
2 sex<o0 
x — 4 
x+2 se 
4 se 
1-—x2 
x-1 se 
—2 se 
xX+1 
x+1 se 
1 se 


Verifique se a função f é contínua no ponto especificado. 


no ponto x = O 
x —2 

no ponto x = —2 
Xx= =2 
x*1 

no ponto x=1 
x=1 
x — 

no ponto x = —1 
x=-—1 


se x=—2 
se x< —2 


x>1 
x=1 


se 
se 


x>4 
x=4 
x<4 


se 
se 
se 


sex>1 
sex=1 


sex<1 


no ponto x = 


no ponto x=1 


no ponto x = 4 


no ponto x=1 


CONTINUIDADE 


CONTINUIDADE 


114. Verifique se a função f é contínua em x = 0. 


senx 
afy=) * 
El 
1 — cos x 
b) f(x) = ne 
0 
1 — cosx 
o) fo) = sen x 
1 
x — sen x 
d) f(x) = | X + senx 
d 
115. 
ne. 
e 
0 
2-1 
b) fo) =) K— 1% 
2 
a 
o) fo)=) Kd 
E] 
116. 
xX — 5x+ 6 
aids, 42 
a 
x—1 
b) fix) =| 1% 
a 
ix — 2 
co) f)=| x—4 
3x+a 
ED 


sexo 


se x=0 


sexo 
se x=0 


sexo 


sex=0 


sexo 


sex=0 


Verifique se a função f é contínua no ponto especificado. 


Determine a para que a função seja contínua no ponto especificado. 


sex*2 


sex =2 


sex*1 


sex=1 


sex*1 


sex=1 


se x*2 
sex=2 
sex*1 
sex=1 
se x>4 


sex<=4 
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no ponto x = 2 


no ponto x =1 


no ponto x=1 


no ponto x = 2 


no ponto x =1 


no ponto x = 4 
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Vx+ 2 — 42 
1 — se x>0 

d) f(x) = A no ponto x = O 
3x2 — 4x+ a sex<0o 
K+1I-4 se) 
E ES se 

e) f(x) = x à no ponto x = O 
a sex=0 


117. Determine a para que a função 


tg x 
iúi= sen 2X sex*0 
cos a sex=0 


seja contínua em x = 0. 


II. Propriedades das funções contínuas 


123. Teorema 


Se fe g são funções contínuas em a, então são contínuas em a as funções 


f+g, f-g, f-ge = nesse último caso, desde que g(a) * O. 


Demonstração: 


Demonstraremos como modelo a continuidade de f + g. 
Como f e g são contínuas em a, pela definição temos: 


lim f(x) = f(a) e lim g(x) = g(a) 
a x>— a 


X —» 

Para provarmos que f + g é contínua em a, devemos provar a igualdade: 
lim (f+ gb) = (f+ ga) 

x— a 

De fato: 
lim (f+ gx) = lim [f(x) + g6)]= lim f(x) + lim g(x) = f(a) + g(a) = 

x— a Xx—+ a x— a x— a 

= (f + g(a). 


Agora faça a demonstração para as demais funções. 


8 | Fundamentos de Matemática Elementar 121 


CONTINUIDADE 


Exemplos: 

1º) A função h(x) = x2 + 2X é contínua em R, pois f(x) = x2 e g(x) = 2 
são contínuas em Re h(x) = f(x) + g(x). 

2º) A função h(x) = x - sen x é contínua em R, pois f(x) = x e g(x) = sen x 


são contínuas em Re h(x) = f(x) - g(x). 
3 


3º) A função h(x) = ZIT é contínua em R, pois fl) = x e g)=X2 +41 
são contínuas em R, h(x) = a e g(x) Z O para todo x real. 


124. Teorema do limite da função composta 


Se lim g(x) =b e se f é uma função contínua em b, então 
X=+:d 


lim (fo gx) = f(b), isto é, lim (fo gb) = lim 809). 
X— a x— a X:=+"a 


Demonstração: 


O teorema ficará demonstrado se provarmos: 

ve>0,3985>0|]0<I|x-al<ôs = I(fogx) — f(b)]< e 

Sabemos que f é contínua em b, isto é, Pais f(y) = f(b); portanto, 
ve>0,398,>0|0<ly-b|<a, > fly -—fb)|<e (1) 

Por outro lado, ELA g(x) = b, isto é, 


vs>0,35>0l0<|x-al<a > Igo)-bl<a, (Il) 


Se substituirmos y por g(x) em (l), teremos: 
ve>0,398,>0|0<Isxg-b|<a = lf(g(x)—f(b)]<e (Il) 


Com base nas afirmações (Il) e (Ill), temos: 
ve>0,398>0|0<|x-al<êa => lIftg(xy)-fib)|<e > 
= I(fo g)(x) — Hb) < e 


Observação 


Esse teorema continua válido se o símbolo "x — a" for substituído por 
"x —s at" ou x —. a". 
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Exemplos: 
sen? x sen x)2 sen x)2 
1º) lim 532 = lim x =| lim =12=1 
x>0 x— x— 
a lim (x3 + 2x) 
2º) e FM = 9a =23=8 
e +a x2+4 
3º) am cos | x-— 1 )= cos Lu x= 1 |=€c0s(—4) 


125. Teorema 


Se a função g é contínua em a e a função f é contínua em g(a), então a função 
composta fo g é contínua em a. 
Demonstração: 
Considerando que g é contínua em a, isto é, lim g(x) = g(a) e f é contínua 
x> a 


em g(a), pelo teorema anterior temos: 


lim (fo gx) = lim f(g09)) = f| lim 86) = f(g(a)) = (fo g(a) 


Xx—+'a XE =" XxX 
o que prova que fo g é contínua em a. 
Exemplos: 


1º) A função h(x) = sen (x3 +x2 +x+ 1) é contínua em R, pois f(x) = sen x 
e gx) =x) +x2+x+ 1 são contínuas em Re h(x) = f(g(x)). 


2 


2º) A função h(x) = 2ººSX é contínua em R, pois f(x) = 2X e g(x) = cos x 
são contínuas em Re h(x) = f(g(x)). 


III. Limite da Vf(x) 


Como havíamos prometido quando da apresentação da propriedade Lg de 
limites, vamos demonstrar essa propriedade, mas antes vejamos dois lemas. 
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126. Lema 1 


Sen eN*teaeR, ouseneEN+*,n é ímparea E R£*, então 


n n 
lim vx = a. 
x— a 


Demonstração: 
Faremos a demonstração para o caso em que ne N* e aER,. Deixaremos 
a cargo do leitor a demonstração para o caso nE N*, néímpare ae RE. 


. n n 
Para demonstrarmos que lim x = Ya devemos provar que 
X="'a 


ve>0,35>0]0<kx-al<ô=> Ex -Val<e 

Lembrando da fatoração 
W-bf=(y-b)-(ypol+by-2+pp-3+ ++ pr) 
isto é, 


n 
jr pr=sfipe js 2 


podemos expressar [Nx — Val emtermos de Ix— al. Façamos Nx =y é 


Na =b; decorre x=y' e a=b". Então: 


x — al = |yº — b"| = 


(y E poiyol= 


n = = 
San .xymn 
i=1 


= Rr = al 


e finalmente temos: 


ada =. 


n i—1 n—1 
3 an.xmn 
i=1 


Considerando que desejamos encontrar 6 > O tal que 
kl 


=: n=>i 


O<t=0€0 = = 
3 a n x n 
i=1 


1204 Fundamentos de Matemática Elementar | 8 


CONTINUIDADE 


podemos fazer com que o à seja menor ou igual a a, isto é, 


x-al<as 0<x<2a 


a 
Fazendo x = O em E = Em temos: 
> a n x 
p= i 
pegue Do acao 
n i=mo o n=i hi" 
Es us M ao 
i=4 


Como queremos que 


1 
p= aj+— 1 SÊ 


n 


a 


isto é, 

n—1 
x-al<a "e 
n= 
n 


tomamos 6 = min la, a e segue-se que, para todo e > O, existe 
ns=" 
n 


ô = min la, a Ê a tal que 


o<bx-al<ô>|Nx-Val<e 


De fato: 
n>—1 
o<l|x-al<a<a "N .e 
DS p=-0]20 = su ER 
no 4 
o<l|x-al<a " .e<a 
n>—1 
=> 0<lx-al<a " es x -Nal= 
n i—-1 n->i n=1 
Doda sap a 
i=1 


127. Lema 2 


A função h(x) = Nx, definida em R. se n é par ou definida em R se n é ímpar, 
é contínua ema para aE R% (senépar)ou a ER (sen é ímpar. 
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Demonstração: 


Faremos a demonstração para o caso n par. Deixamos a cargo do leitor, como 
exercício, a demonstração para n ímpar. 


Pelo lema 1, temos: 


lim ho) = lim Yx = Na = h(a) 
x— a 


=». 


o que prova que h é contínua em a. 


128. Teorema 


Se lim f(x) = L, em que L=0 enEeN* ouL<Oenénaturalímpar, 


então: 
lim Nro) = [lim fo) = YL 
x—>— a x— a 
Demonstração: 


Sendo a função h definida por h(x) = NX, temos a composta ho f definida 
n 
por (ho f(x) = h(f(x)) = Nf(x). 
Pelo lema 2 a função h é contínua em L; então, pelo teorema do limite da 
função composta, temos: 


lim fo) = lim h(f(x) = dl lim ft) = Mim f(x) = VL 


x— a x— a x— a x— a 
Exemplos: 


1º) im Dé + = paia 9 = 


2º) do [sen x =3 pu sen x 


3º) lim Ve = lim ee-Nei -e4 


x> —1 =» =, 
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I. Derivada no ponto x, 


129. Definição 


Seja f uma função definida em um intervalo aberto | e x, um elemento de 1. 
Chama-se derivada de f no ponto xo o limite 


im SO = fOo) 
x>x0 XX 


se este existir e for finito. 


A derivada de f no ponto xo é habitualmente indicada com uma das seguintes 
notações: 


y df 
f'(xo) ou EI ou Df(xo) 


A diferença Ax = x — xo é chamada acréscimo ou incremento da variá- 
vel x relativamente ao ponto xo. A diferença Ay = f(x) — f(xo) é chamada 
acréscimo ou incremento da função f relativamente ao ponto xo. O quociente 
A f(x) — f(x SO . 

E = Soy — Teo) recebe o nome de razão incremental de f relativamente ao 
10) 


ponto xo. 
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Frisemos que a derivada de f no ponto xo pode ser indicada das seguintes 


formas: 


ou 


Quando existe f'(xo) dizemos que f é derivável no ponto xp. Dizemos também 


que f é derivável no intervalo aberto | quando existe f'(xo) para todo xp E I. 


130. Exemplos: 


1º) Calculemos a derivada de f(x) = 2x no ponto xy = 3. 


f(x) — f(3) 2X-6 0. 2x3) 


ss qtas ph o É 

Outra maneira de proceder seria esta: 

f(3) = lim HS +49) SS) lim AS+A)—6 lim 2=92 
Ax— O Ax Ax— O Ax Ax— O 


Ax— O Ax 
be) 
sui O a GSE 
Ax— O Ax x— 
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T 
3º) Calculemos a derivada de f(x) = sen x em xo = 3. 


T TW 
a (2) ia sen [= + ax) — sen 3 o 
ae Ev USO 


Ax— O Ax 
AX T AX 
o. 2 + sen PÉ cos (1 + DO) 
Ax— O Ax 
GR 
= lim — cos (5 + dx =cos T = À 
mx—0| AX 3/2 o 


3 
f(0) = lim STO = iii = -— portanto, como 
x— 0 — O x— O X x— O x2 
li Esq is isa) 
x—0 Yx2 


EXERCÍCIOS 


Nos problemas que seguem, calcule f'(xo). 


118.) =X +1, wW=2 123. f(x) = 08x, X = 
119.) =2+2X+5, W=1 124. fo) =X, w=1 
120.) =x), w=—1 125. (o) =X, w=2 
121.0) = xl, w=1 126. fo) =x, w=0 
122.f(xw) = |xXl, w=0 127. f(x) =x" IX), xw=0 
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II. Interpretação geométrica 
131. Seja f uma função contínua no intervalo aberto |. Admitamos que exista a 
derivada de f no ponto xo E 1. 


Dado um ponto x E |, tal que x * xo, consideremos a reta s determinada 
pelos pontos P(xo, f(xo)) e Q(x, f(x). 


A reta s é secante com o gráfico de f e seu coeficiente angular é: 


fo) — f(Xo) 
xXx — Xo 


tga = 


portanto, tg a é a razão incremental de f relativamente ao ponto xo. 


Se f é contínua em I, então, quando x tende a xo, Q desloca-se sobre o gráfico 
da função e aproxima-se de P. Consequentemente, a reta s desloca-se tomando su- 
cessivamente as posições S4, So, S3, -.. e tende a coincidir com a reta t, tangente à 
curva no ponto P. 


Como existe f(x) = lim ÍNDfOO - jm tga=- te ( lim a] =tg B, 
x>xo X7Xo Xx— Xo Xx— Xo 


concluímos: 
A derivada de uma função f no ponto x, é igual ao coeficiente angular da reta 
tangente ao gráfico de f no ponto de abscissa xo. 
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132. Quando queremos obter a equação de 
uma reta passando por P(xo, Yo) € com coe- 
ficiente angular m, utilizamos a fórmula de 
Geometria Analítica: 


yY—-Yo=mM:(X—xo) 


Em particular, se queremos a equação da tangente t ao gráfico de uma função 
fno ponto (xo, Yo), em que f é derivável, basta fazer yo = f(xo) e m = f'(xo). A equa- 
ção da reta t fica: 


y — (xo) = F(xo) - (x — Xo) 


EXERCÍCIOS 


128. Qual é a equação da reta tangente à curva y = x? — 3x no seu ponto de abs- 


cissa 4? 
Solução 
te tg P- sds 
=16-12=4 
então P(4, 4) é o ponto de tangência. 
fo) — f(4) 
To) = (4) = ano EA 
os ssAa 
= Rus E] = 

(x — 4)(x + 1) - 


= lim 


Jian (bear il)='5, 
x—4 SÊ puma 


portanto, o coeficiente angular deté De 


sua equação é: 
y— 4=5(x-— 4). 
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129. 


130. 


Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f(x) = tg x no ponto de 


. T 
abscissa xo = a 


Solução 


qm 
(a text 
fixo) =f(7)= lim Rio 
= e = 
a 4 
ae, 
sen|x— q 
: Ea 
cos x: cos 7 
= lim = 
pu E 
4 O A 
sen [x— 5] 
: 4 
= lim. Ms A O o 


MI 2 
Cos X* COS — COSsim 


4 pu 4 4 


uu 
4 
reta t é y=1=2(x-5) 


Determine, em cada caso, a equação da reta tangente ao gráfico de fno ponto xo. 
a) f(x) =x +1, x» =3 
b) fx) =x2-2x, xo=1 


c) f(x) = senx, xo = O 
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III. Interpretação cinemática 


133. Do estudo da Cinemática sabemos que a posição de um ponto material em 
movimento, sobre um curva G (trajetória) conhecida, pode ser determinada, em cada 
instante t, através de sua abscissa s, medida sobre a curva G. A expressão que nos 


dá s em função de t: 
s=s(t) 


é chamada equação horária. 


Sendo dado um instante to e sendo t um instante diferente de to, chama-se 
velocidade escalar média do ponto entre os instantes to e t o quociente: 


vos lim vo= lim SOS qm ÀS = om 
E o Tuca t=6 at—o At 


Daí se conclui que: 


A derivada de uma função s = s(t) no ponto t = to é igual à velocidade 


escalar do móvel no instante to. 


134. Sabemos ainda que a velocidade v de um ponto material em movimento pode 
variar de instante para instante. A equação que nos dá v em função do tempo t: 


v=v(t 


é chamada equação da velocidade do ponto. 
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Sendo dado um instante ty e um instante t, diferente de to, cnama-se acelera- 
ção escalar média do ponto entre os instantes to e t o quociente: 


a. — MB —víto) Av 
Re Sds 
e chama-se aceleração escalar do ponto no instante tç o limite: 


= Pi = ni WO SRB e a NV 
Alto) ui ai ul t—to uu pdf Vito) 


Daí se conclui que: 


A derivada de uma função v = v(t) no ponto t = ty é igual à aceleração 
escalar do móvel no instante to. 


EXERCÍCIOS 


131. Um ponto percorre uma curva obedecendo à equação horária s= 12 +t-— 2. 
Calcule a sua velocidade no instante to = 2. (Unidades SI) 
Solução 


A velocidade no instante to = 2 é igual à derivada de s no instante to: 


s(t) — s(2) in 


(B+t-2)-(2+2-2) 
t—2 Edo t— 


Sto) = (2) = lim, : 


2 = — 
Etc es sato) 


gs RR nd) US 2 médio 


132. Calcule no instante t;, = 3 a velocidade de uma partícula que se move obede- 


cendo à equação horária s = = (Unidades SI) 


133. Um ponto material em movimento sobre uma reta tem velocidade v = Nt no 
instante t. Calcule a aceleração do ponto no instante to = 2. (Unidades SI) 
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Solução 


A aceleração no instante to = 2 é igual à derivada de v no instante to: 


3 3 
RR NO dt) DR AN 
Wii ve = GU [=2 = 
= lim DR E 
> EEE ED) 
1 il me 


EC ESCIES 


134. Calcule a aceleração de uma partícula no instante to = D, sabendo que sua 
velocidade obedece à equação v = 2 + 3t + 5t2. (Unidades SI) 


IV. Função derivada 


135. Seja f uma função derivável no intervalo aberto |. Para cada xo pertencente a | 
existe e é único o limite f'(xo) = lim S6o + AM ido). 
Ax— O Ax 
Portanto, podemos definir uma função f': | — R que associa a cada xy E | à 
derivada de f no ponto xp. Esta função é chamada função derivada de f ou, simples- 
mente, derivada de f. 


Habitualmente a derivada de f é representada por f' ou ED ou Df. 


A lei f'(x) pode ser determinada a partir da lei f(x), aplicando-se a definição de 
derivada de uma função, num ponto genérico x E |: 


bs 7499) = 4509) 


ro = qm, A 


É isso o que faremos logo em seguida para calcular as derivadas das principais 
funções elementares. 
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V. Derivadas das funções elementares 


136. Derivada da função constante 


Dada a função f(x) = c, cE R, temos: 


fo)=c>Tf(xX)=0 


137. Derivada da função potência 
Dada a função f(x) = x”, n € N*, temos: 


Ay f(x + Ax) — f(x) (x + 4x)" — x = 


AX Ax Ax 


(o)e+(2)o-i axe (2 )o-2 002 +... + (0) (agr 
Ax 


n n n 
=()ecia(o)eo2 axe (3-3 (amr + + (hn ) (apo 


f(x) = lim Se=(a)e-t=nem-s 
Ax — O Ax 


Logo, 


fo)o=" > f6)=n:xºo? 


136 Fundamentos de Matemática Elementar | 8 


DERIVADAS 


138. Derivada da função seno 


Dada a função f(x) = sen x, temos: 


2: sen Eus - Cos es 
Ay — sen(X+ Ax) — senx 2 2 


Ax Ax Ax 
sen > a 
= - cos |x + —— 
4x E 
2 
sen ES 
f'6) = lim E lim ———— - lim cos [x + = = COS X 
Ax—> 0 AX Ax—>0 AX Ax— O 2 
2 
= 
Logo, 
f(x) = sen x > f'(x) = cos x 
137. Derivada da função cosseno 
Dada a função f(x) = cos x, temos: 
—2 - sen [x + A) - sen (5) 
Ay — cos(x+ Ax) — cosx 2 2) 
Ax AX E Ax = 
sen [5] 
= —sen [x + +) . E 
É dx 
2 
sen ES 
2 
f(x) = lim E lim sen [x + = lim ————— = —senx 
Ax— 0 AX x— 2) a—0o AX 
2 
O 
= 
Logo, 
f(x) = cos x > f'(x) = —sen x 
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140. Derivada da função exponencial 


Dada a função f(x) = a*, coma ER e O<a 1, calculemos a sua derivada. 


Temos: 
E a fi Ai E 
AX AX = AX = AX 
ode dim DS tim ge | Sesi 
'0)= lim av = lim ac lm Ta, =at-lna 
axo X ao a—o AX 
Logo, 


fg)-a > f(xg)=a!-Lna 


No caso particular da função exponencial de base e, f(x) = e*, temos o 
resultado notável: 


f(x) = e*- ltne — e* 


Logo, 


f(x) = e > f(x) = e 


EXERCÍCIOS 


135. Obtenha a derivada das seguintes funções: 
fig) = 5 g(x) = xê h(x) = x1º 


136. Obtenha a derivada das seguintes funções: 


f(x) = cx (CER e ne Nt) 
g(x) = tg x 
h(x) = sec x 
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Obtenha a equação da reta tangente ao gráfico de f(x) = cos x no ponto 


(5.3) 


Solução 
O coeficiente angular da reta procurada é: 
EE ir 
e A 
Portanto a equação da reta é: 
RR 
a 


Obtenha a equação da reta tangente ao gráfico da função f(x) = e* no ponto de 
abscissa 2. 


Um móvel desloca-se sobre um segmento de reta obedecendo à equação horária 
s = cost (Unidades Sl). Determine: 


a) sua velocidade no instante t = 


b) sua aceleração no instante t = 


oja ela 


Solução 


a) A derivada de s nos dá em cada instante a velocidade do móvel, isto é, 
v=s'(t) = —sent. 


T 


No instante t = Vi Ss, temos: 
grs se Ela > s 


b) A derivada de v nos dá em cada instante a aceleração do móvel, isto é, 
a =v'(t) = —cost. 
a 
6 


dio ai a NE a 
alg)=-C0s q = > M/S 


No instante t = s, temos: 
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140. Um móvel desloca-se sobre uma reta obedecendo à equação horária s = t? 
(Unidades Sl). Determine: 


a) sua velocidade no instante t = 2s; 

) sua aceleração no instante t = 3s; 

c) em que instante sua velocidade é 108 m/s; 
) em que instante sua aceleração é 48 m/s?. 


VI. Derivada e continuidade 


141. Teorema 


Sejam a função fA—R e x €EA. Se f é derivável em xo, então f é contínua 
em Xo- 


Demonstração: 


Notemos que: 


6) — f(Xo) 


fo) — fo) = E (4 — 20) 

então: 
lim (ft) — fx) = lim LIGO. gm (x -x)=flx)-0=0 
x>—0 x=>x0 X7Xo Xx— Xo 


e portanto: 


lim f(x) = f(xo) e, por definição, f é contínua no ponto xo. 
X=> Xo 


4 


142. Notemos que o recíproco deste teorema é falso, isto é, existem funções 
contínuas em xo e não deriváveis em xo. 


Exemplos: 
1º) Afunção f(x) = |x| é contínua no ponto xy = O, pois: 
lim |x= O = f(0) 
x> 0 
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porém esta função não é derivável no ponto xo = O, pois: 


Ro R= 0 a o 
então não existe f'(0) = lim x — O 
x>0 X—0 


2º) A função f(x) = x : cos o se x O e f(0) = O é contínua no ponto 

xo = O: 
lim [x - cos =0=f(0) 
x— O x 


mas f não é derivável no ponto xo = O: 


f(0) = lim O dn -SA lins 
x—0 X—0 x—0 x x—0 x 


e este último limite não existe. 
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LEITURA 


Leibniz e as diferenciais 


Hygino H. Domingues 


“Eu vi um professor de Matemática, só porque foi grande em sua voca- 
ção, ser enterrado como um rei que tivesse feito o bem para seus súditos.” Foi 
assim que Voltaire se pronunciou após haver assistido aos funerais de Newton. 
De fato, o respeito pela obra científica de Newton conseguiria transcender em 
muito o âmbito da comunidade especializada. Tanto que um sentimento de 
admiração generalizada cercou as últimas décadas de sua vida. Um episódio, 
porém, tinha turvado em parte a glória que pôde colher ainda em vida: a polê- 
mica com Leibniz sobre a primazia da criação do cálculo. 


Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) nasceu em Leipzig, filho de um 
jurista, professor da universidade local. Órfão de pais aos 6 anos de idade, foi 
em grande parte o responsável pela própria educação. Assim é que, revelando 
extrema precocidade intelectual, ainda em criança conseguiu aprender latim e 
grego sozinho. Já graduado em Direito em Leipzig, em 1667 obtém o grau de 
doutor em Filosofia na Universidade de Altdorf com a tese Ars combinatória 


(A arte das combinações), uma tentativa 
de criar um método universal de raciocí- 
nio, através de uma espécie de cálculo, 
numa antecipação da Álgebra de Boole 
do século XIX. Mas sua formação mate- 
mática ainda era precária, como ele pró- 
prio reconheceria futuramente. 


Esta tese lhe valeu um convite para 
ser professor de Direito na própria Uni- 
versidade de Altdorf. Mas sua aspiração 
era a carreira pública diplomática, que 
efetivamente veio a exercer por toda a 
vida, os últimos 40 anos junto à corte de 
Hanover. 


COLEÇÃO PARTICULAR. PHOTO RESEARCHERS/SCIENCE SOURCE/DIOMEDIA 


A primeira missão diplomática de 
no é Leibniz no exterior, que acabou se esten- 
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). | dendendo de 1672 a 1676, em Paris, se 
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politicamente não deixou marcas, no campo da matemática foi da mais 
alta importância. Dois fatores, principalmente, pesaram muito nesse senti- 
do: a amizade que Leibniz travou com Huygens, que na época morava em 
Paris e se tornou seu orientador em matemática; e uma viagem que fez a 
Londres em 1673, na qual tomou conhecimento da obra de Barrow e, talvez, 
da primeira versão do cálculo de Newton (aí o embrião da futura controvérsia). 
Numa segunda ida a Londres em 1676, Leibniz já desenvolvera os principais 
aspectos e notações do seu cálculo. 


Se para Newton a ideia central do cálculo era a de taxa de variação 
(velocidade), para Leibniz era a de diferencial. Embora sem dar uma definição 
precisa (nem havia como), diferencial para Leibniz era uma diferença entre 
dois valores infinitamente próximos de uma variável. Muito mais preocupado 
do que Newton com simbologia, fórmulas e regras, Leibniz acabou optando 
pela notação dx, dy, ... para as diferenciais de x, y, ..., respectivamente. 
E num artigo de 1682 estabeleceu regras como: (i) da = O, se a é constante; 
(ii) d(u + v) = du + dv; (iii) d(uv) = udv + vdu. Na redução desta última des- 
prezou (du)(dv) (sempre procedia assim com produtos de diferenciais). 

Seu cálculo integral foi explicado noutro artigo, dois anos depois. A 
relação deste com o cálculo diferencial, cerne da questão, é focalizada em 
termos de somatórios de áreas infinite- 
simais. Cada uma destas sob a curva 
y = y(x) é dada por ydx. Para a soma de to- 
das inventou o símbolo f (um S alongado). 
Logo a área total sob a curva y = y(x) é: 


Jydx 
Sendo Área (OCD) — Área (OAB) = ydx 
a diferencial da área, então 


dJydx = ydx, 
o que mostra a invertibilidade de d e J. 


Hoje não há dúvida de que Newton e Leibniz seguiram linhas diferentes 
na criação do cálculo. Mas o segundo levou a pior na polêmica entre ambos, o 
que contribuiu para que tivesse um fim obscuro. O que diria Voltaire se assis- 
tisse ao enterro de Leibniz, no qual o único acompanhante era o fiel secretário 
do falecido? 


Regras de 
derivação 


Neste capítulo vamos sistematizar o cálculo das derivadas procurando obter 
regras de derivação para determinar a derivada de uma função, sem ter de recorrer 
necessariamente à definição. 


I. Derivada da soma 


143. Sejam u = u(x) e v = v(x) duas funções deriváveis em | = Ja, b[. Provemos 
que a função f(x) = u(x) + v(x) também é derivável em | e sua derivada é: 


f'09) = u!(x) + v(x) 
Temos: 


Ay = f(x + Ax) — f0) = [u(x + 4x) + v(x + A] — [u(x) + vo)] = 
= [u(x + 4x) — u(x)] + [v(x + 4x) — v(x)] = Au + Av 


Então: 


im Lo lim AL é 


| —emamee I | —ememmem 
Ax—> 0 AX ax—>o AX axo +0 AX 


Como u e v são funções deriváveis, os dois limites do segundo membro são 


finitos; portanto, lim Ea é finito, isto é, f é derivável em 1. 
Ax— O AX 
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Calculando os limites, temos: 
f(x) = u'(x) + v'(x) 


Em resumo: 
fO) = u(x) + vo) = FO) = Ux) + v(x) 


Notemos que esta propriedade pode ser estendida para uma soma de n 
funções. Assim: 


f(x) = us(x) + us(x) +... + u(x) > f(x) = u4(x) + us(x) +... + um(x) 


sempre que xE | e us, U5,..., Un Sejam deriváveis em 1. 


Notemos também que a derivada de uma diferença de funções pode ser 
obtida através de fórmula semelhante à da soma, pois: 


f(x) = u(x) — v(x) > f(x) = u(x) + [>vO)] > f(x) = u(x) + [>v'(9)] > 


> f(x) = uM(x) — v'(x) 


144. Exemplos: 


19) fg) =x+1> f(x) =1+0=1 

29)f0) =x +35 f(x) =2x+0 = 2x 

3º) f(x) = sen x + cos x = f'(x) = cos x — sen x 
49 fg) =x2- E 5 f(x) =2x— & 


II. Derivada do produto 


145. Sejam u = u(x) e v = v(x) duas funções deriváveis em | = Ja, b[. Provemos 
que a função f(x) = u(x) : v(x) também é derivável em | e sua derivada é: 
f'09) = u(x) - v(x) + u(x) + v'(x) 
Temos: 
Ay = f(x + Ax) — f(x) = u(x + Ax) - v(x + Ax) — u(x) + v(x) = 
= u(x + Ax) - v(x + Ax) — u(x) * v(x + Ax) + u(x) cv(x + Ax) — u(x) : v(x) = 
= [u(x + Ax) — u(x)] - v(x + Ax) + u(x) - [v(x + Ax) — v(x)] = 
= Au v(x + Ax) + u(x) * Av 
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Então: 

, Ay ; Au l ; Av 
lim —— = lim >> lim v(x+ AX) + dim vu): lim — 
Ax— 0 AX ax—0 AX Ax—0 ( Ax— O (9) Ax— O AX 


Como ue v são funções deriváveis, e portanto contínuas, os quatro limites do 


Rs ; : AY Leo. ARS ds 
segundo membro são finitos e, assim, lim + é finito, isto é, f é derivável em. 
Ax— O 


Calculando os limites, temos: 
f'60) = u'(x) + v(x) + u(x) + v'(x) 
Em resumo: 


f(x) = u(x) : v(x) > f(x) = u(x) - v(x) + u(x) - v'(x) 


146. No caso particular em que f(x) = c - v(x), isto é, u(x) = c (função constante) 
e v(x) é uma função derivável, a regra precedente leva ao seguinte resultado: 


f'069) = ub) -v(x) + u(x) -v(x) = ce v(x) + O -v(x) = ce v'(x) 


Logo: 
f(x) =c-v(x) > f(x) = c-v'(x) 


147. Exemplos: 


1º) f(x) = 3x4 > f(x) = 3(4xº) = 12x2 

29) f(x) =3xX2 +5x > f(x) =6x+5 

3º) f(x) = (2 + 1)b3 + 2x) > f(x) = 2x - (x3 + 2x) + (x2 + 1)(3x2 + 2) = 
= e + O 2 

4º) f(x) = senx - cos x => f'(x) = cosx- cosx + sen x: (—-sen x) = 
= cos2 x — sen2 x 


148. Notemos que a propriedade da derivada do produto pode ser estendida para 
um produto de n fatores. Assim: 


f(x) = Us(x) - Us(x) +... + Unix) = f(x) = U4(X) - Uz(x) co. o Unx) + 


+ U4(x) + US(xX) * .. NO SE cos aP US) 2 Uaf69) 0 oc 2 UAOS) 
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sempre que x €E | e us, U5,..., Ur Sejam deriváveis em 1. 


Em particular, se u,(x) = us(x) =... = un(x) = u(x), esta propriedade se 
reduz a: 


6) = [uGy)]" > f(x) = nº [ub)]P = ?-u'(x 


149. Exemplos: 


1º) f(x) = x? - senx- & = f(xy)= 2x - senx- e + 


u, us uz u, ua uz 
+ x? - cosx - e + x2- senx - e 


uz E) uz uz u2 us 
2º) f(x) = sen?x = (senx)! > f(x) =4 - sen?x - cosx 
RES, RD 
u u3 u! 
3) fi) =eX=(e) > fiy)=5- eme 
—— — a 
u usou 


EXERCÍCIOS 


141. Calcule a derivada da função polinomial f(x) = ao + ax+ ax2 +... + ax". 


Solução 

Trata-se de uma soma em que as parcelas têm a forma apx?; portanto, 
sua derivada é p - apxP” 1, Assim, temos: 

Db = par DER CAP SESC SP a coli dos 


142. Calcule a derivada de cada uma das seguintes funções: 
a) f(x) = 8x!t d) fg) =3+ 5x2 + x 
4 NG 
ie agdcene 
5 7 
o) f()=5+x+ 3x 9) f)=3+20 +x" (neEN) 


b) f(x) = eo) f)j=x +22 +x+5 
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143. Calcule a derivada de cada uma das seguintes funções: 
a) f(x) = e*- sen x + 4% c) h(x) = (e*- cos x — x2) 
b) gx) = (xX2 +x+ 1 


Solução 


a) f deve ser vista como soma de duas parcelas (ex - senx e 4xº); por- 
tanto f' é a soma das derivadas das parcelas, sendo que a primeira par- 
cela é um produto. 


Então: 

f(x) = Df(x) = D(e* - sen x) + D(4xº) = 

=eX.senx+e”-cosx + 12x2 

b) Fazendo x2 + x + 1 = u(x), vem g(x) = [u(x))?, então: 

g'(xy) = 5 - July]! - u!(x) = 5(2 + x + 1) (2x + 1) 

c) Fazendo e*- cos x — x2 = u(x), vem h(x) = [u(x)J”, então: 

h'(x) =4-[u(M)P-u(x) =4-(e*-cosx— x2)?- (e*- cosx — eX- senx — 2x) 


144. Obtenha a derivada de cada função f dada abaixo: 
a) f(x) = (3x2 + x)(1 + x + 3) 


) = 
b) fix) = 52 (x + x)(1 + x + 3) 
c) f(x) = (2 + 3x + x2)º 
d) f(x) = (2x + 3)2 
e) fo) =xº - ex 
f) f(x) = x-eX+ cos x 
8) f(x) = ax 
h) f(x) = 3X 
i) f(x) = ex + 1 
j) f(x) = cos? x 
k) f(x) = sen” x - cos? x 
) f(x) = a-senx+b-cosx (a bER) 


145. Calcule a derivada da função f(x) = (sen x + e? (cos x + x?)? no ponto xo = O. 


146. Obtenha a equação da reta tangente ao gráfico da função 
f(x) = (3 - senx + 4 - cos x)º no ponto da abscissa xo = T. 


147. Obtenha a velocidade e a aceleração de um ponto material que percorre um seg- 


mento de reta obedecendo à equação horária s = a-e 1. cost, com aeR. 
(Unidades: SI) 
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III. Derivada do quociente 


150. Sejam u = u(x) e v = v(x) duas funções deriváveis em le v(x) £ O em |. 
Provemos que a função f(x) = TS também é derivável em | e sua derivada é 
u'(x) - v(x) — u(x) * v'(x) 
T' Xj TT ll 
o Ivo? 
Temos: 


Ay = tor + 40 — fg = MOCt ao  ubo UG + AO - VOO — ubO- ix + AM) 


u(x + Ax) - v(x) — u(x) - v(x) + u(x) + v(x) — u(x) cv(x + 4x) o 
v(x + Ax) - v(x) = 


Como u e v são deriváveis e contínuas, os quatro limites do segundo membro 


EE ins , Av á e 
são finitos e, portanto, lim Ê + é finito, ou melhor, f é derivável em 1. 
Ax — 


Calculando os limites, temos: 


Ux): v(x) — u(x) + vi(x) 


[v(xy)]2 
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151. Exemplos: 


X X.y — x. x (x2 — 
mty- = tiy= SEDA Std 

a 2xXx + 1) — (x2 + 11 W r2g= 1 
2) tm = o > rt = E 1? 1. (x + 1? 
3º) ft) = SEX» gy = Std cd be 


— (cosx — sen x log, a) 
Cc RE 


152. Consequências 


1º) Derivada da função tangente 


Dada a função f(x) = tg x, sabemos que f(x) = as 


e então podemos 


Cos x 
aplicar a regra da derivada de um quociente: 
u(x) = sen x => u'(x) = cos x 
v(x) = cos x > v'(x) = —sen x 
portanto, 
vo UK): v(x) — u(X) + v'(x) cos2 x + sen? x | ã 
o (v(x))2 Cos? x cosx — “E A 
Logo: 


f(x) = tg x > f'(x) = sec2 x 


2*) Derivada da função f(x) = [u(x)] ”, n E N* 


Dada a função f(x) = [u(x)]J" = nar podemos aplicar a regra da deri- 


[u(x) 


vada de um quociente: 
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Em particular, se u(x) = x, vem a importante regra: 


1169) = 300 = 1409) = —p solos O) 


EXERCÍCIOS 


148. Derive as seguintes funções: 


1 2 1 , 7 

f0) = 0 804) = a A(O) = EEE (x) = Eur 
Solução 
fo)=x1 > f(M)=(-1):x?2= -— 

as = 8 
E 2 sbd- 2009) 
h(x) = (senx) 1 > h'(g) = (-1) - (senx)2- cosx = ET 
O) =7-(€J2 > 0)=7-(-2)- (63 ce — 


149. Derive as seguintes funções: 


2 x+3 x+2 
a) fo) = VW =44"x+r1 
2 gx 
b) fix) = 3x8 1 fog) E 
1 x? - sen x 
9 WO =4x+1 Bia 
x+ 1 cos x 
Dty= 1 O = o 
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150. Obtenha a derivada de cada uma das seguintes funções: 


a) f(x) = cotg x 9 fo)=(K+1)-tgx 
b) f(x) = sec x tg x 

c) f(x) = cossec x 8) MW) = cenx+cosx 
d) f(x) = tg? x e 2 

e) f(x) = sec x — tg x ap O = E] 


151. Obtenha a equação da reta tangente ao gráfico de f(x) = a + e* no ponto de 


abscissa xo = —1. 


152. Calcule o valor da derivada da função f(x) = = +eX+sec2x quando xy= so 


. 2 
153. E dada a função y = ro 


a) Determine a derivada. 


b) Calcule lim y. 
Xx— —+oo 


c) Determine os pontos do gráfico em que a tangente passa pela origem. 


IV. Derivada de uma função composta 
(regra da cadeia) 


153. Seja f. A — B uma função dada pela lei y = f(x). Seja g: B— C uma fun- 
ção dada pela lei z = g(y). Existe a função composta F: A — C dada pela lei 
z = F(x) = (f(x). 


Supondo que f seja derivável no ponto x e g seja derivável no ponto 
y tal que y = f(x), provemos que F também é derivável em x e sua derivada é 


Fx) = g'(y) - f'69. 
Temos inicialmente: 
Az AZ Ay 


AxT Ay AX 
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Notemos que, se Ax tende a zero, então Ay também tende a zero, pois a 
função y = f(x) é derivável e, portanto, contínua no ponto x. Assim, para valores 
próximos de x (Ax — O) a função f assume valores próximos de y = f(x) (Ay — 0). 


Então, temos: 


T FAVA li 


fim SE= im SÊ di fin; SE 
Ax— 0 AX Aax—0o Ay ax—o AX ay-o Ay Aax—o AX 


Como z=g(y) e y=f(x) são deriváveis, lim Es e 


Aay-—0 Ay Ax— O 


ambos finitos; portanto, lim pc também. Assim, z = F(x) é derivável e sua 
Ax — 


o Ay 


derivada é: 


Em resumo: 


F(x) = g(f0)) = F(x) = g'(f09) - 09) 


154. Exemplos: 


1º) Derivar F(x) = cos 2x. 
Fazendo y = f(x) = 2x e z = g(y) = cos y, temos: 
y =f(xg) =2 ez'=g'(y) = —seny; portanto, vem: 


FO) =E'(y)-f(i)=(-seny)-2=-2-sen 2x 


O) 
2 


Derivar F(x) = sen? x. 
Fazendo y = f(x) = senx e z = g(y) = y?, temos: 
y' =f'(x)=cosxe z'=g'(y) = 3y?; portanto, vem: 


F(x) = g'(y) -f(x) = (3y2) -cosx = 3: sen?x- cos x 


3º) Derivar F(x) = e? - 


— 


Fazendo y = 7x2 — 2x e z = g(y) = ey, temos: 
y =f(x) = 14x — 2 e z' = g'(y) = e”; portanto, vem: 
F'(x) = g'(y) - f(x) = e” - (14x — 2) = (14x — 2) ce 2x 
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REGRAS DE DERIVAÇÃO 


EXERCÍCIOS 


154, Utilizando a regra da função composta, obtenha a derivada de cada função 


abaixo: 

a) F(x) = cos?x (ne N*) d) F(x) = (f(x) (n E N*) 
b) F(x) = senx” (n E N%) e) F(x) = cos (sen x) 

o) Fx) =at) (aER,) f) F(x) = sen3 3x 
Solução 


a) Fazendo y = f(x) = cos x e z = g(y) = y”, temos: 

y' =f(xy =-senxez'=g'(y)=n-y"-?, portanto, vem: 
F'(x) = g'(y) -f'(x) = (ny E 1(—sen x)=-—-n- cos" 1x-senx 
b) Fazendo y = f(x) =x” e z = g(y) = sen y, vem: 
y=f(g)=n:x"- tez =g(y)=cosy e daí: 

Fx) =Eg'(y)- f(x) =(cosy)-(nx"-)=nx"-?.cosx 

c) Fazendo y = f(x) =xº e z = g(y) = a, vem: 

y'=f(x =2xez'=g'(y) =a” -logça e daí: 

F'(x) = g'(9) - f(x) = (a” - log, a) (2x) = 2xab? - log, a 

d) Fazendo y = f(x) e z = g(y) = yº, vem: 

y=f(xy ez =g(y)=ny"-? e daí: 

FO) = 20) - 0) = nyº 2 F6) = ni) f6o) 

e) Fazendo y = f(x) = senx e z = g(y) = cos y, vem: 

y' =f'(x)=cosx e Z' = g'(y) = —seny, logo: 

F'(x) = g'(y) - f(x) = (—sen y)(cos x) = —cos x : sen (sen x) 


f) Fazendo y = f(x) = 3x, z=g(y)=seny e t= h(z) = Z2, temos 
v=tty)=-3, 4 =) = cosye vt lg) = SA. 


Notemos que F(x) = h(g(f(x))), isto é, F é a composta de três funções. 
Como a regra da composta pode ser generalizada para a composta de n 
funções, vem: 

F'6) = (2) - €'(9) - F'(4) = (322)(cos y)(3) = (3 - sen? y)(cos y)(3) = 

=9- sen? 3x- cos 3x 
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155. Obtenha a derivada de cada uma das seguintes funções: 


a) F(x) = sen 4x g) F(x) = ast* (a E R,) 

b) F(x) = cos h) F(x) = cotg (3x — 1) 

c) F(x)=a-senbx (a, bER) ) Fo)j=a?+H+1 (ER) 
d) F(x) = cos (3x2 + x + 5) D F6) = tg (cos x) 

e) F(x) = sen e* k) F(x) = tg? 2x 

9 Ex)=x+3-tg 4x D F(x) = esen 2 


156. Calcule o valor da derivada da função f(x) = cos? x + sen? x no ponto xo = = 


157. Calcule o coeficiente angular da reta tangente ao gráfico da função f(x) = e + ok 
no ponto de abscissa —1. 


X + =X 
158. Obtenha a equação da reta tangente à curva y = “— no ponto de 


abscissa —2. 


159. As derivadas dos termos da sequência: 
sen x, sen [ + a, sen (x + 7), ..., sen [ + =), Sã 


também são termos da sequência? 


V. Derivada da função inversa 


155. Seja a função y = f(x) bijetora e derivável em | tal que f(x) £ O para 
x E |. Provemos que a função inversa x = f'1 (y) é derivável em f(l) e que 


in cd o 
(1 (y) = FO” sendo y = f(x). 


Como f é bijetora e derivável, decorre que Ax £ O > Ay * O; portanto, 
podemos escrever: 


EE 
Ay Ay 
AX 
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Sendo f derivável e, portanto, contínua, se Ax tende a zero, então Ay também 
tende a zero. Assim, temos: 


AX 1 
fYy= lim D= dm => =& 
or ay-0 8 a-o NY Jim So f(x) 


=) 5 (YW=55 


156. Consequência 


1. Derivada da função logarítmica 


Sabemos que a função logarítmica é a inversa da função exponencial: 
y=loggx > x=a 

Já vimos que: 

x=3 5 x'=a-tna 


Empregando a regra ora deduzida, vem: 


a 1 o 1 o ij 
VOYwvCo-tna aleX-fna x-ina 
Em resumo: 


: ál 
o CE 


No caso particular em que a = e, temos: 


y=(nx>y=+ 


2. Derivada da função potência com expoente real 


Dada a função y = xº, em que «ER e x> 0, temos: 


y= xº = (etnxya- tnx 
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Aplicando a regra de derivação da função logarítmica, obtemos: 
y' =evtnx.g-D=xºcacxi=a-xeml 
x 


Em resumo, fica generalizada para qualquer a real a seguinte regra: 


3. Derivada da função arc sen 


Sabemos que a função y = arc sen x, definida em | = [—-1, 1] com 


: e E : 
imagens em [+ z| é a inversa de x = seny: 


y=arcsenx > x=seny 
Já vimos que: 
x=seny > x'=cosy 


Empregando a regra da derivada da inversa, vem: 


Em resumo: 


ál 
VI 


y=arcsenx > y'= 


4.Derivada da função arc cos 


Sabemos que a função y = arc cos x, definida em | = [—1, 1] com imagens 


em [0, ], é a inversa de x = cos y: 


[e] 


y=arccosx <> x=cosy 

Já vimos que: 

x=cosy > x'=-seny 

Empregando a regra da inversa, vem: 

RR RIR RE O 
— —seny  —1 — cos2y = 


X 
Em resumo: 


1 


y=arccosx > y'=-— 
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5. Derivada da função arc tg 


Dada a função y = arctg x, de Rem | a al. sabemos que: 


y-arrtgxo x=tgy 


então: 
PR Se 1 E! 
VOvOsecdy 1+tZy 1+X 
Em resumo: 


1 
yY=arctgx > y E E 


EXERCÍCIOS 


160. Determine a função derivada das seguintes funções: 


a) f(x) = logo x e) f(x) = Vsen x 
b) f(x) = log, cos x f) f(x) = arc sen x2 
o) f(x) = Vx g) f(x) = arc cos ex 
o) f(x) = NX h) f(x) = arc tg (tn x) 
Solução 

a 1 
pis x-tn2 
b) Vamos aplicar a regra para funções compostas: 

E ) — 3! EVA — E «(— = 
y=cosxez=log,y então f(x) = z'(y) -y'(x) = y-0n3 (—sen x) = 
DO senk 
— cosx:tn2 

l il 1 
o o pa ns 1 
fm p=? 2 E =— 2 jm RSRS a = =» 
o) fx) =x =x? > f(x) a SR AA 
1 áL 2 
= = a = 1 
fm a — 3 Ú Fa] 3 =— E) femea? 
d) fo)=Yx=x)] > f(x) E e E 
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e) Fazendo y = sen x e z = Vy, temos: 
cos x 


1 
FO) = z'(y) + y(X) = 2 Ny * COS X — SENTO 


f) Fazendo y =x? e z = arc sen y, temos: 
àl 2x 


QUE rd E re 


g) Fazendo y = e* e z = arc cosy, temos: 


il [5 
OA MU = CC 
(x) =2'(9) + y'(9) EE A 
h) Fazendo y = nx e z=arctgy, temos: 
1 1 1 


Os CU a DS FORSEE 


161. Determine a função derivada das seguintes funções: 


a) fi) = a + (nx e) fix) = aa 

b) fo) =x"-nx (NEN) 9) fo)=4n (ax? + bx +) 
c) f(x) — (ax + b) : En x g) f(x) = ên sen x 

d) f(x) = sen x: tn x h) f(x) = loga log, x 


162. Determine a função derivada das seguintes funções: 


D fo)="x + Yx —x-2 

g) f)=Vax+b (a, bER) 

h) f(x) =Vax+bx+c (a,b,cER) 
) fo)=Va+bx (a bER) 
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[a + bx+c Sa! 
D fl) = ve rixra (4 bcER) p) DR 


b 
k) 0-5) (a bER) q) f(x) = cos Vx 
Dto) = VT 9 ft) = Voos» 
m) fg) =x: F1 
s) fo) = €n [AX 
n) fo)=(2+1)-VKkX+2 1-x 
3+ 4% 
0) O EAR t) f(x) = log, NL +x 


163. Determine a função derivada das seguintes funções: 
a) f(x) = arc sen 3x 


b) f(x) = arc cos x? h) f(x) = fn arc cos x 


) f(x) = NVarc tg x 


1 
c) f(x) =arctg ) fx) =x-arc sen x? — eé 


d) f(x) = x2 + arc sen x 


Vx 
e) f(x) = arc cos x — Vx k) f(x) = arc cos 


f) f(x) =x - arctg x 
dr D) fx) = tn arc sen x 
io = arc cos x 
8) arc sen x 


164. Obtenha a equação da reta tangente à curva y = x: Nx+ 1 no ponto de 
abscissa xo = 3. 


x+1 ; 
165. Obtenha o ponto em que a reta tangente à curva y = Es] é paralela ao eixo 
Xx— 


dos x. 


166. Obtenha o valor da derivada da inversa da função f(x) = xº + x no ponto 


xo = 1. 
Solução 
dy dx 1 
a o 2 RE 
y O SO SICERA 


ara emos Ee a en 
dia Ea e a CR 


160 Fundamentos de Matemática Elementar | 8 


167. 
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169. 


170. 


VI. 


REGRAS DE DERIVAÇÃO 


Dada a função y = xº + x2 + 4x, calcule a derivada de sua função inversa no 
ponto xo = —1. 


Dada a função f(x) = [u(x))(9, calcule sua derivada. 


Solução 

f(x) p= [u(x) |O) = Ig4 (o vi) = ex) - tn u(x) 

Aplicando a regra de derivação da função composta, temos: 
y=v(x):tnu(x) ez= 


então: 

f'O) = z(y) -y(x) = e: [voo * tn u(x) + v(x) - E . ut] 
e finalmente: 

e vo. |v'tx) - 0) 

f(x) = [u(x)] E (x) * “n u(x) + v(x) UDO 

Obtenha a derivada da função f(x) = (cos x). 

Solução 

Empregando a regra que acaba de ser deduzida, vem: 
NDA E . seno 

f(x) = (cos x) É ên cos x + x OE | 


=(cosx*-(fncosx — x: tg x) 


Obtenha a derivada de cada uma das seguintes funções: 
a) f(x) = (sen xt?) c) f(x) = xtº) 
b) fo) = xbº) d) f(x) = (e) 


Derivadas sucessivas 


157. Seja f uma função contínua em um intervalo | e seja |, o conjunto dos pontos 
de | em que f é derivável. Em |, já definimos a função f', cnamada função derivada 
primeira de f. Seja |; o conjunto dos pontos de |, em que f' é derivável. Em |, po- 
demos definir a função derivada de f' que chamaremos de derivada segunda de f e 
indicaremos por f”. 


8 | 
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Repetindo o processo, podemos definir as derivadas terceira, quarta, etc. de f. 
A derivada de ordem n de f representaremos por f(M. 


158. Exemplos: 


1º) Calcular as derivadas de f(x) = 3x2 + 5x + 6. 
Temos: 
f(x) = 6x + 5 
f(x) = 6 
fo) =196) =19g) =... = 0 
2º) Calcular as derivadas de f(x) = sen 2x. 
Temos: 
f(x) = 2 - cos 2x 
f(x) = —4 - sen2x=22.cos [2x + 3) 


2 
f(x) =-8-cos2x= 23. cos(2x+ 7) 


fM=2".cos [2x + feio) 


EXERCÍCIOS 


171. Calcule as derivadas sucessivas para cada uma das seguintes funções: 
a) f(x) =x! + 5x2+41 c) f(x) = e* e) f(x) = cos x 


b) f(x) = a d) f(x) = e* 


172. Um ponto móvel sobre uma reta tem abscissa s dada em cada instante t pela lei 
s=a-cos(wt+ q) emque a, w e q são números reais dados. Determine: 
a) a lei que dá a velocidade do ponto em cada instante; 
b) a velocidade no instante t = O; 
c) a lei que dá a aceleração do ponto em cada instante; 
d) a aceleração no instante t = 1. 


173.A função y = A - sen kx, com A > O, e sua derivada segunda y" satisfazem 
identicamente a igualdade y" + 4y = O. O valor da derivada primeira y', para 
x = 0, é 12. Calcule as constantes de Ae k. 
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Estudo da varia 
das func 


Neste capítulo mostraremos algumas aplicações das derivadas. Veremos que, 
a partir da derivada de uma função, muitas conclusões podem ser tiradas sobre a 
variação da função e, portanto, sobre seu gráfico. 


I. Máximos e mínimos 


159. Definições 


|) Seja a função f: D— R e seja xo € D. Chamamos vizinhança de xo um 
intervalo V = Ixo — 8, Xo + 9[, em que à é um número real positivo. 


Il) Dizemos que xy é um ponto de máximo local de f se existir uma vizinhança 
V de xo tal que: 


(VW (xev > f(x) < f(x) 
Nesse caso, o valor de f(xo) é chamado máximo local de f. 


Ill) Dizemos que xo é um ponto de mínimo local de f se existir uma vizinhança 
V de xo tal que: 


(VW (xev > f(x) > f(x) 
Nesse caso, o valor de f(xo) é chamado mínimo local de f. 


IV) Dizemos que xo é um ponto extremo ou um extremante se xo for um ponto 
de máximo local ou de mínimo local de f. Nesse caso, o valor de f(xo) é chamado 
valor extremo de f. 
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160. Exemplos: 


1º) x= Oéo ponto de máximo local da 
função f(x) = 1 — x2; o máximo local 
de fé (O) = 1. 

2º) 6) x = 0 é o ponto de mínimo local 
de f(x) = |xl; o mínimo local de f é 
f(0) = 0. 

0 x 
3º) Xx= + é o ponto de máximo local de 


f(x) = sen x; o máximo local de f é 


x="5 éo ponto de mínimo local de 


f(x) = sen x; o mínimo local de f é 
37 37 
fil=—|= sen — = -—1, 
2 2 
4º) a, X» X € b são pontos de mínimo 
locais de f, enquanto x4, x3 € xs são 
pontos de máximo locais de f. 
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Os pontos de máximo ou mínimo locais que não são extremos do intervalo em 
que a função está definida são chamados pontos de máximo ou mínimo locais inte- 
riores. No 4º exemplo, x e x, são pontos de mínimo locais interiores. 


5º) f(g) As noções de máximo e mínimo 
locais referem-se a uma vizinhança do 
ponto considerado. Na função repre- 
sentada ao lado, existe uma vizinhan- 
ca V, de x, em que f(x) = f(x), Vx; 
por outro lado, existe uma vizinhan- 
ca Vo de x, em que f(x) = f(x5), Vx. 
Isto leva à conclusão (aparentemente 
contraditória) de que x, é ponto de má- 
ximo local, x é ponto de mínimo local e 
f(x4) < f(x5). 


161. Definição 


Dizemos que f(xo) é um valor máximo absoluto de f se f(xo) = f(x) para todo x 
do domínio de f, isto é, f(xo) é o maior valor que f assume. 


Dizemos que f(xo) é um valor mínimo absoluto de f se f(xo) = f(x) para todo x 
do domínio de f, isto é, f(xo) é o menor valor que f assume. 


Voltando aos cinco exemplos anteriores, temos: 
1º) o valor máximo absoluto de f(x) = 1 — x2é 1; 
2º) o valor mínimo absoluto de f(x) = |x| é O; 


3º) f(x) = sen x tem um máximo absoluto que é 1 e um mínimo absoluto que 
é —1; 


4º) f(x5) e f(b) são, respectivamente, o máximo e o mínimo absolutos de f. 


Observemos que são muitas as funções que têm máximos ou mínimos locais, 
mas não apresentam um máximo ou mínimo absoluto. 


Por exemplo, observando o gráfico ao lado, ve- 
mos que a e c são pontos de máximo local, b e d 
são pontos de mínimo local, porém a função não 
tem máximo absoluto nem mínimo absoluto. 
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162. Teorema de Fermat 


Se f! D— R é uma função derivável no ponto xy E De xo é ponto extremo 


local interior de f, então f'(xo) = O. 


Demonstração: 
Suponhamos que xo seja ponto de mínimo local interior de f. Existe uma vizi- 
nhança V de xo tal que, para todo x E V, temos: 


fo) — fixo) < 0 parax<xo 


(xo) < 0) > ao 
fo) — (xo) = 0 parax>xo 
X— Xo 


Sendo f derivável em xo, existe e é finito o limite: 


a = TO) a 
x Lua EE = Fo) 


que coincide com os limites laterais à esquerda e à direita de xo. Lembrando do teo- 
rema da conservação do sinal para limites, temos: 


lim fl) — f(Xo) 
x=xo XX 


=f'(xo) = 0 
im Tx) — f(xo) 

lim DD O q = 
Pd X— Xo FOGO 


Se xo for ponto de máximo local de f, a demonstração é análoga. 


Interpretação geométrica 
O teorema de Fermat garante que num extremo local interior de uma função 
derivável f, a reta tangente ao gráfico de f é paralela ao eixo dos x. 


f(xo) é mínimo local interior 


f(xo) é máximo local interior 
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Observemos, porém, que o recíproco do 
teorema de Fermat é falso, isto é, existem fun- 
ções f deriváveis no ponto xo do seu domínio, 
f'(xo) = O € xo não é ponto extremo de f. É o 
caso, por exemplo, da função f(x) = (x — 1)2. Sua 
derivada é f'(x) = 3(x — 12, então f(1) = 0€e1 
não é ponto extremo. 


Observemos ainda que o teorema de 6) = xl 
Fermat não exclui a possibilidade de xo ser ponto 
extremo sem que se tenha f'(xo) = O. Isto pode 
ocorrer se f não é derivável em xo. Por exemplo, 
O é ponto de mínimo de função f(x) = |x| e não 
existe f'(0). 


II. Derivada — crescimento — decréscimo 


163. Neste item vamos provar alguns teoremas que terminam por estabelecer 
um elo de ligação entre a derivada de uma função e o crescimento ou decréscimo 
desta. 


164. Teorema de Rolle 


Se f é uma função contínua em [a, b], é derivável em Ja, b[ e f(a) — f(b), então 
existe ao menos um ponto xo E Ja, b[ tal que f'(xo) = O. 


Demonstração: 


1º caso: f é constante em [a, b] 


Neste caso f'(x) = O em Ja, b[, isto é, para todo x, E Ja, b[, temos f'(xo) = O. 
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2º caso: f não é constante em [a, b] 


Neste caso existe x E [a, b] tal que f(x) * f(a) = f(b). Como f é contínua em 
[a, b], f tem um mínimo e um máximo em [a, b]. Se existe x E Ja, b[ tal que 
f(x) > f(a) = f(b), então o valor f(a) = f(b) não é o máximo de f em [a, b]; por- 
tanto, f assume valor máximo em algum ponto xy E Ja, b[ e, sendo f derivável em 
Ja, b[, temos f'(xo) = O. 


Se existe x € Ja, b[ tal que f(x) < f(a) = f(b), a prova é análoga. 


Interpretação geométrica 


O teorema de Rolle afirma que, se uma função é derivável em Ja, b[, contínua 
em [a, b] e assume valores iguais nos extremos do intervalo, então em algum ponto 
de Ja, b[ a tangente ao gráfico de f é paralela ao eixo dos x. 


f(x) fog) 


f(a) = f(b)p --- f(a) = f(b) 


T(x) 


fa) = f(b)p--/--- 
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165. Teorema de Lagrange ou teorema do valor médio 


Se f é uma função contínua em [a, b] e 


menos um ponto xo E Ja, b[ tal que Sa 


Demonstração: 


1º caso: f(a) = f(b) 


Neste caso lado] 
f 
ro) — 0 = LITE 


2º caso: f(a) = f(b) 


flo) — Ha) + 


derivável em Ja, b[ então existe ao 


= O e, pelo teorema de Rolle, existe xo E Ja, b[ tal que 


: a f(b) — f(a) 
Consideremos a função g(x) = f(x) — f(a) — = (x — a). 
Observemos que: 
|) g é contínua em [a, b] por ser a diferença entre f(x) — fla) e 


(bo) — f(a) -(x — a) que são contínuas em [a, b]; 


b-—-a 


Il) g é derivável em Ja, b[ e sua derivada é g'(x) = f'(x) — 


Ill) nos extremos do intervalo [a, b], temos: 


gla) = f(a) — f(a) — foto. -(a-a)= 
g(o) = ftb) — fta) - LTS pa) - 


portanto, g(a) = g(b) = O. 


Sendo assim, é válido para g o teorema de Rolle: existe xo E la, b[ tal que 


g'(xo) = O, isto é, 
f(b) — f 

go) = fo) - ETA o 

ou ainda: 


f(b) — f(a) 


Fo) = 
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Interpretação geométrica 


Segundo o teorema de Lagrange, se f fl9) 
é função contínua em [a, b] e derivável em 
Ja, b[, então existe um ponto xo E Ja, b[ tal 
que a reta tangente ao gráfico de f no ponto 
P(xo, f(xo)) é paralela à reta determinada pe- 
los pontos A(a, f(a)) e B(b, f(lb)), por terem 
coeficientes angulares iguais. 


EXERCÍCIOS 


174. Dada f(x) = 4xº — 9x2 + 5x, verifique se estão satisfeitas as condições para 
validade do teorema de Rolle em cada um dos seguintes intervalos: [0, 1], 


E 5 e o. 3) Determine um número a em cada um desses intervalos de 
modo que f'(a) = O. 


Solução 


Notemos que f é derivável e contínua em R; portanto, também é nos 
intervalos dados. 


Temos f(0) = 0, f(1) = 0 e f (3) = =. Assim, o teorema de Rolle é 
válido só no intervalo [O, 1]. Determinemos « E [0, 1] tal que f'(a) = O: 
9 +21 9-—- 21 
U — Bu = = >——————— 
f(x) = 12x ileso = (0 = 12 Ux 12 
9— 21 9-—- 21 


portanto, a = 12 
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Nos exercícios 175 a 177, verifique se as hipóteses do teorema de Rolle 
estão satisfeitas pela função f no intervalo 1. 


2x2 —- 3x+1 1 
== e =[5] 


x+3 se x<2 
OR E se x=2 Eos [Sd] 
fo)=1-I|x e l=[-1,1] 


O recíproco do teorema de Rolle não é válido. Dê exemplos de funções para 
as quais a tese do teorema é válida, porém uma das hipótese não é. 

Nos exercícios 179 a 181, verifique que as hipóteses do teorema de Rolle 
são satisfeitas pela função f no intervalo |. Em seguida, obtenha um c E | 
que satisfaça a tese do teorema. 


f)=x2-6x+8 e I=[2,4] 

fo)=x)-2xX2 —-x+2 e |I=[-1,2] 

f(x) =xº — 16x e I=T[0,4] 

Dada f(x) = xº + 3x2 — 5, verifique que as condições para validade do teore- 

ma do valor médio estão satisfeitas paraa = —1 e b = 2. Encontre todos 
= 2) Hot) 


os números q, a E ]-1, 2[, tal que f'(a) = “5— (1) 


Solução 


Notemos que f é derivável e contínua em R; portanto, também é no 
intervalo ]—-1, 2[. 
Sua derivada é f'(x) = 3x2 + 6x. Então: 


f'(a) = fito Ti > 302 + 6a = Ad = - 


> 30:2+6a -6=0 > «a=-1+V2 ou a=-1-2, 


Como queremos a no intervalo ]-1, 2[, só convém a = —1 + 2. 
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Nos exercícios 183 a 186 verifique que as hipóteses do teorema de Lagrange 
são satisfeitas pela função f no intervalo |. Em seguida, obtenha um c E | 
que satisfaça a tese do teorema. 


183.f(x) =x2+2x-1 e 1=[0,1] 

184.f(x) = NX e I=[0,1] 

185.f(x) = 100 —- x2 e I=[-8,6] 
x2 + 4x 

186. f(x) = E e |I=[2,6] 


187.Dada f(x) = x2, esboce o gráfico de fe mostre que não existe um número «a, 
f(3) — f(—3) 


a«€E]—-3,3[tal quef'(a) = 2=(-5) 


. Qual a hipótese do teorema do valor 


médio que não se verificou? 


Solução 


Dados valores a x e calculando os corres- 
pondentes valores de f(x), podemos obter 
pontos e esboçar o gráfico ao lado. 
O = 

Temos f'(x) = 3X 3 então: 
= nSj= 28) 
Rs: 

2 2 
DES o = -3 —2 —1 
eim S= (=) 


e não existe a satisfazendo esta última igualdade. 


f(a) 


5 


A função f é contínua em R, mas não é derivável no ponto x = O que está 
no intervalo ]—3, 3[. Isto invalida uma das hipóteses do teorema do valor 
médio. 


Nos exercícios 188 a 190, verifique que hipótese do teorema de Lagrange 
não está satisfeita pela função f no intervalo 1. 


2x = 
3x— 4 


188. f(x) = e |=[1,6] 189. f(x) = e |1=[1,2] 


(x — 32 


3x+2 sex<1 
190.169 = [5 ad de e |I=[-2,4] 
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166. Lembremos agora os conceitos de função crescente e de função decrescente 
num intervalo 1. 


Uma função f: D — R é crescente num 
intervalo | (| C D) quando, qualquer que seja 
x E lex, E |, temos: 


xXx <x, > f(x4) < f(x) 


Uma função f: D — R é decrescente 
num intervalo | (| C D) quando, qualquer que 
seja x, E | e x E |, temos: 


xXx <x, > f(x) > f(x) 


Podemos também dizer que f é uma função crescente num intervalo | quando, 
aumentando o valor atribuído a x, aumenta o valor de f(x). 
f(x) — (xo) 
X1 — X2 
x» E |, com x, £ x, pois numerador e denominador têm necessariamente sinais 
iguais. 


Notemos ainda que, se f é crescente, então > O para todos x,, 


Podemos também dizer que f é uma função decrescente num intervalo | 
quando, aumentando o valor atribuído a x, diminui o valor de f(x). 
f(x) — f(x) 
X1 — X2 
x» E |, com x, & x, pois numerador e denominador têm necessariamente sinais 

contrários. 


Notemos ainda que, se f é decrescente, então < O para todos x4, 
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167. Teorema 


Seja f uma função contínua em [a, b] e derivável em Ja, bT. Então: 
Df'(x) = 0 ema, b[ & fé crescente em [a, b] 
ID) f'(x) = O ema, b[ & fé decrescente em [a, b] 


Demonstração: 
1º parte: - 


|) Seja xo E | = Ja, b[. Dado um outro ponto x E |, consideremos o quociente 

f(x) — f(Xo) 
X= Xo 

é positivo. De acordo com o teorema da conservação do sinal, decorre que 


. Conforme vimos no item anterior, se f é crescente em |, este quociente 


lim ÍO-ICO = pg) >o. 
x>x0 X—Xo 


Il) Pode-se provar analogamente. 
2º parte: > 
|) Sejam x,, x, E [a, b] com x, < xo. 


Como [x4, x5] E [a, b], f é contínua em [xy, x5] e derivável em 1x4, x/[. De acordo 
— Íxo) — fg) 


, isto é, 
X2 — X 


com o teorema de Lagrange, existe xo E |x4, x5[ tal que f'(xo) 
(xo) — fly) = (X> — X4) + f(Xo). 


Sendo f'(x) = O em Ja, b[, decorre f'(x9)) = O. Como x, — x, > O, vem: 
f(x5) — f(x) = 0, isto é: f(x,) = f(x4) e, portanto, f é crescente. 


Il) Analogamente. 


Interpretação geométrica 
O teorema acaba de mostrar que: 


|) Uma função f ser crescente em [a, b], 
quando f é derivável, equivale a f'(x) = O para 
todo x E Ja, bT, isto é, os coeficientes angula- 
res das retas tangentes ao gráfico de f são não 
negativos. 
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Il) Uma função f ser decrescente em [a, b], 
quando f é derivável, equivale a f'(x) = O para 
todo x E Ja, bT, isto é, os coeficientes angulares 
das retas tangentes ao gráfico de f são não po- 
sitivos. 


168. Exemplos: 


1º) A função f(x) — 2 é constante em R. 
Sua derivada é f'(x) — 0, VxE R. 


2º) A função f(x) = x? é crescente em R. 
Sua derivada é f(x) = 3x2 = 0, VXxE R. 


3º) A função f(x) = + é decrescente em 


qualquer intervalo que não contenha o zero. Sua 
derivada é: 


1 
f)=-2<0,WXE R* 
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4º) A função f(x) = x? — 4 é decrescente 
em qualquer intervalo contido em R. e crescen- 
te em qualquer intervalo de R,. Sua derivada é 
f'(x) = 2x tal que: 

f(x) =<O0 se xe R. 

f(x) =0 se xe R, 


5º) A função f(x) = xº — 3x2 tem derivada 
f'(x) = 3x2 — 6x, então: 
x<0 oux=z2 5 f(xy)=z0 
0O<x<2>f(xy)<o0 
portanto: 
fécrescente & x<0 ou x=2 
f é decrescente & 0<x<2 


EXERCÍCIOS 


191, Determine o conjunto dos valores de x para os quais a função f(x) = x? — logs x 
é crescente. 


Solução 


Devemos calcular a derivada de f e determinar em que conjunto a fun- 


ção f' é não negativa. Temos: 


E a 
ue aq ce SS 
XxX X 
je Tp 
fw)=0 — PEA ue E ea ou x => 


HIS 


Lembrando que D(f) = R$, vem a resposta: f é crescente para x = 
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Determine o conjunto dos valores de x para os quais a função abaixo é crescente. 
f(x) = 2xº — 15x2 — 84x + 13 

g(x) =2:cosx-—x+1 

h(x) = sen x — cos x 

io) = |bxl — 2] 


Para que valores de x é decrescente a função f(x) = |2- |x| —4|? 


Solução 


Vamos definir f através de várias sentenças. Como primeiro passo, temos: 
2x — 4], sex=z0 
fg) = [||-2x— 4], se x<0 
e finalmente vem: 
2x— 4, se x=2 
—2x+4, se 0<x<2 
2a do go c2<u<0) 
=x = dl s2 us 2 


fog) = 


A derivada de f é, portanto: 
Lig 2,Sse-2<x<0O o x>2 
CEDO Dou > 
e não é definida parax = O ou 2 ou —2. 
Assim, f é decrescente para x pertencente ao conjunto [0, 2] U ]-, —2]. 


Determine o conjunto dos valores de x para os quais cada função abaixo é de- 
crescente: 


f(x) =3xX) + 4X — 12x22 +41 
g(x) = e — x 

3x — 2 
niRp= x+1 


i(x) = arc sen x 


Em cada um dos exercícios de 195 a 203, determine os intervalos em que f é 
crescente e os intervalos em que é decrescente. 


f(x) =x) — 9x2 + 15x — 5 
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196. f(x) = x! + 4x 

197.f(x) = xº — 2x + 20x — 2 
198. f(x) = x + à 

199. f(x) = xV9 — x2 


200.f)=2-Yx— 1 


2x+ 1, se x<2 


ARRstRIo [7 -x sex>2 


2-1, se x=1 
202.1) =|x2 +2x-3,sex>1 


xX+x, se x<=0 
203.f(x) = 4 x, se 0O<x<1 
2x-xX, sex>1 


204. Estude a função f: R$ — R tal que f(x) = log, x + log, (x + 2), determinando 
os intervalos em que é crescente ou decrescente. 


205. Descreva o crescimento e o decréscimo da função f: R — R tal que: 
—x, sex=<-—l1 
fo)=4x2, se-t<x<1 
else x>1 
206. Descreva o crescimento e o decréscimo da função f: [0, 27] — R tal que 


fb)=2+3-sen [2x -5) 


207. Determine para que valores de x é crescente ou decrescente a função f: R — R 
tal que: f(x) = eSosx, 


sen x 


208. Prove que se x E jo. 5. então a função f(x) = é decrescente. 


209. Prove que o polinômio f(x) = 3xº + 5x? + 1 admite um único zero real. 
Sugestão: calcule lim f(x), lim f(x) e estude f'(x). 


Xx— —oo Xx— +00 


178 Fundamentos de Matemática Elementar | 8 


ESTUDO DA VARIAÇÃO DAS FUNÇÕES 


210. Esboce o gráfico de uma função f para a qual são verificadas as seguintes 


hipóteses: 
a) fé contínua em R c) f(x) —= —-1 se x<3 
b) f(3) = 2 fi(xgy)=1 sex>83 


211. Prove que, se f é uma função crescente em |, então g = —f é decrescente em 1. 


Solução 
Sejamx, E | e x E | comx; < x5. Temos: 
X <x2 = fx) <f(xo) — fx) => —fxo) > gl) = (xo) 


então g é decrescente em 1. 


212.Prove que, se f é uma função crescente em | e h é definida em I pela lei 


h(x) = pis então h é decrescente em 1. 


f(x) 


213. Prove que, se f é crescente num intervalo |, g é crescente em | e existe fo g, 
então fo g é crescente em l. 


III. Determinação dos extremantes 


169. Dada uma função f, definida e derivável em | = Ja, b[, o teorema de Fermat 
garante que os valores de x que anulam f', isto é, as raízes da equação f'(x) = O são 
possivelmente extremantes de f. 


Assim, por exemplo, os possíveis extremantes da função f(x) = x! — 4x? são as 
raízes da equação f'(x) = 4x2 — 12x2 = O, isto é, 0 e 3. Em princípio, tanto O quan- 
to 3 podem ser ponto de máximo ou ponto de mínimo ou não ser extremante. Com 
toda certeza nenhum número diferente desses dois é extremante por não anular f'. 
A questão agora é saber qual das alternativas é correta para O ou para 3. 


1Z0. Mais geralmente, dado um número xo E Ja, b[ tal que f'(xo) = O, como deter- 
minar se xo é ou não extremante de f e ainda, sendo extremante, como saber se xo 
é ponto de máximo ou de mínimo? 

1º resposta: xo é ponto de máximo local de f se existir uma vizinhança V de xo 
tal que f'(x) é positiva à esquerda e negativa à direita de xo. 
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De fato, se existir uma vizinhança V de xo com a propriedade citada, temos 
para todo x E V: 


x<x > f(x) >0 > f(x) crescente = f(x) < f(xo) 


x>x > f(x) <0 > f(x) decrescente = f(x) = f(xo) 
e, então, xo é um ponto de máximo local. 


O gráfico ao lado mostra que, numa vizi- 
nhança de um ponto xy de máximo local, as retas 
tangentes à curva passam de coeficiente angular 
positivo (à esquerda de xo) para negativo (à direita 
de xo). E o coeficiente angular é justamente a de- 
rivada de f. 


Bliss Sm ee == e 


2º resposta: xo é ponto de mínimo local de f se existir uma vizinhança V de xo 
tal que f'(x) é negativa à esquerda e positiva à direita de xo. 

De fato, se existir uma vizinhança V de xy com a propriedade referida, temos 
para todo x E V: 


x<xo > f(x) <0 = f(x) decrescente => f(x) = f(xo) 


x>%x > f()>0 > f(x) crescente = f(x) = f(xo) 
e, então, xo é um ponto de mínimo local. 


O gráfico ao lado mostra que, numa vizi- 
nhança de um ponto xy de mínimo local, as retas 
tangentes à curva passam de coeficiente angular 
negativo (à esquerda de xo) para positivo (à direita 
de xo). 
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3: resposta: xy não é extremante de f se existir uma vizinhança V de xo tal que 
para todo xE V e x % xo tem-se f'(x) sempre com mesmo sinal. 

A figura 1 mostra que, se existir uma vizinhança V de xo tal que f'(x) > O para 
todox E Ve x = xo então xo não é extremante. A figura 2 mostra, analogamente, 
para o caso em que f'(x) < O, que xo não é extremante. 


Xo Xo 


figura 1 figura 2 


171. Exemplos: 


1º) Verificar se f(x) = x! — 4x2 tem extremante. 
Já vimos que f'(x) = 4xº — 12x2 tem raízes 0 e 3. 


Analisemos a variação de sinal da função 


f(x) = 4X — 12x2 = 4x2(x — 3): 
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Existem vizinhanças de O em que f'(x) < 0, 
portanto, O não é extremante de f. Há vizinhan- 
ças de 3 em que f'(x) passa de negativa a posi- 
tiva, isto é, 3 é ponto de mínimo local. 

O gráfico ao lado ilustra como varia a 
função f. 


2º) Quais são os extremantes da função f: JO, 27] — R dada por 
f(x) = 2 sen x + cos 2x? 


Calculando a derivada: 

f(x) =2-cosx— 2:-sen2x=2-cosx-— 4-senx-cos x = 
=2-cosx:-(1-2-senx) 

Os valores de x que anulam f'(x) são as raízes das equações cos x = 0 e 


37 
2 , 


5 


sen x = isto é, E as 
Dr 6 6' 


E 


Analisando o sinal de f'(x), temos: 


cos x 


1-2senx 


f(x) 


e T ss T 31 
Verificamos que a e rá são pontos de máximo local, enquanto 2 e > 


são pontos de mínimo local. 
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O gráfico da função f confirma nossa análise. 


EXERCÍCIOS 


Nos exercícios 214 a 224, determine os extremantes da função f. 


214.f() = 2 —-5x— 4 
215.1(x) = 2x2 — 8x + 11 
216.1) =x) —- 27x +1 
217.f(x) = x + 6x2 —- 12x +8 


218. f(x) = (x — 83 (x — 6)! 


1 


219. f(x) = V+5x-6 


220. f(x) = cos 3x 

Tt 
221. f(x) = sen [2x = a) 
222. f(x) = x: nx 
223. f(x) = tn (xX2 + 1) 


224. f(x) = eé— * 
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225. Calcule o valor máximo assumido pela função f(x) = e-tx= a?, 


Solução 

f(x) =-—2(x— a) ex a? 
f()=0>-2x-a)-et-*=0 >x=a 
Como e a?> O para todo x E RR, temos: 
i<ass-ca<s0=1(0)=>0 
“i>a=-x-a>0 = Tt<0 


Assim x = a é um ponto de máximo local de f. O valor máximo de f é: 


fla) =erta-a? =e0 =4, 


Nos exercícios 226 a 231, calcule os valores extremos de f. 


226.f(x) =x2—- 4x — 1 229. f(x) = x2e* 
227.1(x) = x! + 8x 230. f(x) = E E 
ee 
É 2 
=— Dl = — 3 
228.14) = 231. f(x) = (x — 1) 


Nos exercícios 232 a 235, determine as coordenadas dos pontos extremos da 


função f. 
= 14-56 
232.1(x) = xXº — 9x 234. fi) = 
1+x—x? tn x 
233.f(x) = [= 235. f(x) "e 


236. Calcule a e b de modo que a função f(x) = xº + ax? + b tenha um extremo 
relativo em (1, 5). 


237. Obtenha os extremos absolutos de f(x) = x) + x2 — x + 1 no intervalo [-2 +| ; 


Fundamentos de Matemática Elementar | 8 


ESTUDO DA VARIAÇÃO DAS FUNÇÕES 


Solução 


Como f é derivável em [-2 5 apliquemos o teorema de Fermat: 


f(x) =32+2x—-1=3(x+ fx = 5) e os zeros de f' são os números 
io 
1e 3 


Analisando a variação de sinal de f', temos: 


| 
er 
w|= 
x 


então —1 é ponto de máximo interior e 3 é ponto de mínimo interior. 


Calculemos o valor de f nesses pontos críticos e nos extremos do intervalo 


do 
[2.4] 
Ee RU Soa CAD 


5 pa e CE — 22 4. 1,1 1 E 
(5)-5+5 css Be da)-p+á Dea 


O valor máximo absoluto de fno intervalo [-2 + 


é o maior dos números; f(—2), (5) e f(—1) 


portanto é f(—-1) — 2. 

O valor mínimo absoluto de f no intervalo |-2 + 
1 

3 


é o menor dos números f(—2), (5) e t 


portanto é f(—2) = —1. 


O gráfico da função ilustra o exposto. 
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2 
238. Obtenha os extremos absolutos de f(x) = (x — 2)? no intervalo [1, 5]. 


239. Dada a função f(x) = obtenha os extremos absolutos de f no inter- 


1 

XD 
valo [3, 6]. 

240. Uma pedra é lançada verticalmente para cima. Sua altura h (metros), em 
relação ao solo, é dada por h = 30 + 20t — 5t2, em que t indica o número 
de segundos decorridos após o lançamento. Em que instante a pedra atingirá 
sua altura máxima? 


241. Um móvel desloca-se sobre um eixo de modo que sua abscissa s no instante t 
é dada pors = a - cos (kt + €), sendo a, k, € constantes dadas. 


Determine: 
a) instantes e posições em que é máxima a velocidade do móvel; 
b) instantes e posições em que é mínima a aceleração do móvel. 


242. Um triângulo está inscrito numa circunferência de raio R. Seus lados medem a, 
b e 2R. Calcule a e b quando a área do triângulo é máxima. 


Solução 


o 
ENE NC, 


Notemos primeiramente que numa semicircunferência de raio R é possível 
inscrever diferentes triângulos, todos retângulos. Observemos que a e b, 
medidas dos catetos, variam de um triângulo para outro e percorrem o 
intervalo J0, 2R[,isto é,0 <a <2Re 0O<b< 2R. Para um mesmo triân- 
gulo são verificadas as seguintes relações: 

ab 
“= a (s a2 + b2 = 4R2 
em que S é a área do triângulo. 


Para determinarmos o máximo de S devemos colocar S como função de 
uma variável só (a ou b). Eliminando b, pois b = V4R? — a? temos: 


s-=>-ab= Salar a = 5. 4R2a? — a? 
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Provemos que S tem um ponto de máximo: 


1 BRa-d4a 2R2a — a? 
1 Se CEE SS o ENS So. 
2 ov4R2Za? — a? aIRBad EAR 


S'=0 > 2Ra-a23=0 > a=Ry2 
O<a<RvV2 => a2<9R2> a3<2Rãa>S' >0 
RV2<a<2R > 2Rê<a? > 2Ra<a >5>S'<0 


e, então, a = RV2 é um ponto de máximo local. 


Conclusão: O triângulo de área máxima é aquele em que a = RV2 e 


b = V4R2 — 2R2 = RN2, isto é, é o triângulo isósceles. 


Um retângulo de dimensões x e y tem perímetro 2a (a é constante dada). Deter- 
mine x e y para que sua área seja máxima. 


Calcule o perímetro máximo de um trapézio que está inscrito numa semicircun- 
ferência de raio R. 


Calcule o raio da base e a altura do cilindro de volume máximo que pode ser 
inscrito numa esfera de raio R. 


Solução 


2 


A figura ao lado é uma secção da esfera 
e do cilindro inscrito, feita por um plano 
contendo o eixo de simetria do cilindro. 
Observemos que numa esfera podem ser 
inscritos diferentes cilindros, portanto, r e 
In) = RES dê E 
> são variáveis. Para um dado cilindro são 
verificadas as seguintes condições: 


2 
W = alli, O<h<2Re +=? 


em que V é o volume do cilindro. 
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246. 


247. 


248. 


249. 


Para determinarmos o máximo de V, devemos colocar V como função de 
2 


as: E eb : h 
uma variável só (r ou h). Eliminando r, pois 12 = R2 — EE temos: 


Provemos que V tem um ponto de máximo: 


2 
Vi= Rê — SEL 
3mh? 2R 
W =(0) = = mê = p= 
4 3 
A 2 
per pe < TE Se cqRê>V>0 
2R 20 4R | 3h? a 
go > 3 => pi < mé = W< (0 


e, então, h = En é um ponto de máximo local. 
(3 


E de Joe 2R 
Conclusão: O cilindro de volume máximo é aqueleem que h=—— e r= 


3 


E: 


Calcule o raio da base e a altura do cone de área lateral máxima que é inscrití- 
vel numa esfera de raio R. 


Calcule o raio da base e a altura do cone de volume mínimo que pode circuns- 
crever uma esfera de raio R. 


Um fabricante de caixas de papelão pretende fazer caixas abertas a partir de 
folhas de cartão quadrado de 576 cm?, cortando quadrados iguais nas quatro 
pontas e dobrando os lados. Calcule a medida do lado do quadrado que deve 
ser cortado para obter uma caixa cujo volume seja o maior possível. 


Uma ilha está em um ponto A, a 10 km do ponto B mais próximo sobre uma 
praia reta. Um armazém está no ponto C, a 20 km de B sobre a praia. Se um 
homem pode remar à razão de 4 km/h e andar à razão de 5 km/h, onde deveria 
desembarcar para ir da ilha ao armazém no menor tempo possível? 
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250. Um fio de comprimento L é cortado em dois pedaços, um dos quais formará um 
círculo e o outro, um quadrado. Como deve ser cortado o fio para que a soma 
das áreas do círculo e do quadrado seja mínima? 


251. Um funil cônico tem raio r e altura h. Se o volume do funil é V (constante), 
r 


n de modo que sua área lateral seja mínima. 


calcule a razão 


252.Um fazendeiro precisa construir dois cur- 
rais lado a lado, com uma cerca comum, 
conforme mostra a figura. Se cada curral 
deve ter uma certa área A, qual o compri- 
mento mínimo que a cerca deve ter? 


253. Uma calha de fundo plano e lados igual- 
mente inclinados vai ser construída dobran- 
do-se uma folha de metal de largura t. Se 


K f 
os lados e o fundo têm largura =, calcule 


o ângulo 6 de forma que a calha tenha a 
máxima secção reta. 


172. Extremantes e derivada segunda 


Um outro processo para determinar se uma raiz xo da equação f'(x) = O é 
extremante da função f consiste em estudar o sinal da derivada segunda de f no 
ponto xo. O teorema seguinte explica o processo. 


173. Teorema 


Seja f uma função contínua e derivável até segunda ordem no intervalo 
| = la, b[, com derivadas f' e f'' também contínuas em I. Seja xy E | tal que 
f'(xo) = O. Nestas condições, temos: 


a) se f''(xo) < O, então xy é ponto de máximo local de f; 
b) se f"(xo) > 0, então xo é ponto de mínimo local de f. 
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Demonstração: 
a) Se f"(xo) < O e f” é contínua, existe uma vizinhança V de xo na qual 
f(x) < 0, VxE MV 


Se f(x) < O, então f' é decrescente em V; portanto, como f'(xo) = O, decorre 
que em YV, à esquerda de xo, temos f'(x) > O e à direita de xo temos f'(x) < O. Con- 
cluímos assim que xp é ponto de máximo local. 


b) Prova-se analogamente. 


174. Exemplos: 


1º) Determinar os extremantes de f(x) = x! — 4x2. 


fo) =X] — 4X 5 f(x) = 4 — 12x2º > f(x) = 12x2 — 24x 


As raízes da equação f'(x) = 4x) — 12x2 = O são O e 3. Substituindo esses 
números em f''(x), vem: 


f"(0) = O = nada se conclui sobre O. 

f'(3)=12:32-24:-3=36>0 > 3é ponto de mínimo. 

2º) Achar os extremantes de f(x) = 2 - sen x + cos 2x, no intervalo [0, 27]. 
f(x) =2 -senx+ cos2x > f(x) =2-cosx-— 2:sen2x > 


> f(x) = —-2:senx — 4 - cos 2x 
; , o 57 371 
As raízes de f'(x) = 2 -cosx — 2: sen 2x = O são "o e > Testando 


nJa 


ELE 
6 , 
cada uma em f"'(x), temos: 


[Ti 5. Ha. Ma e Es 
r(z) 2: senç 4:c05 1 = 2 3<0 


r(S)=-2-senT-4-cost=-2+4=2>0 
2 2 
njoÉ = cms DO Aut = eme 
(SE) - 2: sen 4: cos 5 = 1-2=-3<0 
r(SE)--2-senE a .cossm = +244-6>0 
o BT in to 3T sue 
então G e c são pontos de máximo e 2 e Ea são pontos de mínimo. 
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175. Observação 


Devemos observar, nas condições do último teorema, que se f'(xo) = O e 
f"'(xo) = O nada pode ser concluído sobre xy. Um teorema mais geral que o anterior 
estabelece finalmente um critério para pesquisar máximos e mínimos locais sem 
chegar a impasse. 


176. Critério geral para pesquisar extremantes 


Seja f uma função derivável com derivadas sucessivas também deriváveis em 
|=Ja, bl. Seja xy E | tal que 


foo)=fM)=..=f"-Do)=-0 e f(x) 0 


Nestas condições, temos: 
|) se n é pare f(M (xo) < O, então xp é ponto de máximo local de f; 
Il) se n é par e fl (xo) > 0, então xo é ponto de mínimo local de f; 


III) se n é ímpar, então xo não é ponto de máximo local nem de mínimo local 
de f. 


A demonstração deste teorema não cabe num curso deste nível. 


1ZZ. Exemplos: 


Pesquisemos os extremantes da função f(x) =x) — 3X + 3X — x2+4. 
Calculando as sucessivas derivadas de f, temos: 

f(x) = 5x! — 12x) + 9x2 — 2x = x(x — 1)25x — 2) 

f(x) = 20x — 36x2 + 18x — 2 = (x — 1)(20x2 — 16x + 2) 

f""(x) = 60X2 — 72x + 18 

f(x) = 120x — 72 

fx) = 120 

f(m(x) = O, para todo n > 5 


As raízes de f'(x) = 0 são 0,1 e +. 
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Temos ainda: 
f(0O)-0 e f'(0)-=- -2<0 
f(1)=0, f'(1)=0 e f"(1) =6 0 


[2]. TRA — 18 
r(Z)-o e (2) As 


3 E 2º. a E Ba 
portanto: O é ponto de máximo, — é ponto de mínimo e 1 não é ponto de máximo 
nem de mínimo. 


EXERCÍCIOS 


Nos exercícios 254 a 259, determine os extremantes da função f, utilizando o 
critério da segunda derivada. 


254. f(x) = x(x — 2)? 257. f(x) =e*+ e* 
AS = 2 
255. f(x) = TE 258. f(x) = loge(1 + x?) 
2 
256. f(x) = x2e* 259. f(x) = (x — 1) 
tn 5 
260. Calcule as coordenadas dos pontos extremos do gráfico da função f(x) = tnxZ 


261. Dada a função f(x) = —(x — 1)2, determine os extremos absolutos de f no inter- 
valo [—2, 3]. 


262. Obtenha os extremos absolutos de f(x) =x? — 4x + 8 em [-1,3]. 


263. Dada a função f tal que: 


id x+2 se x<1 
dida x-6G+8sex=z1 


determine os extremos absolutos de fem [—6, 5]. 
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Ache o ponto P, situado sobre a hipérbole de equação xy = 1 e que está mais 
próximo da origem. 


Solução 

Seja Po = (x, y). A distância de Py à origem é d = Nx? + y2. Estando Py 
ál / 

sobre a hipérbole, y = Ri então,d = |x2 + A Calculemos x para que 


d seja mínima. 


1 
al -1 +05 
e oo) 
2 x il 
X2 + 5 
X 


d=05x-5=0x-1=0 > x=&1 


e, portanto, Po = (1,1) ou P, = (—1, —1). 


Ache o ponto da curva (x — 3)2 + (y — 6)2 = 20 que está a distância mínima do 
ponto (—2, —4). 


Um triângulo isósceles de base a está inscrito numa circunferência de raio R. 
Calcule a de modo que seja máxima a área do triângulo. 


Solução 


Seja ABC o triângulo isósceles de base a = AB 
e altura h = CE. Sua área é dada pela fórmula 


il 
Ss = > ah 
No triângulo retângulo BCD, a altura BE é média 
geométrica entre os segmentos que determina 
a hipotenusa CD. Então: 
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267. 


268. 


269. 


270. 


211. 


212. 


(BE)2 = (ECXED) > Ex =h-(2R—h) > a = 242Rh — h? 


S - Sah = hvV2Rh — hº = V2Rhº — h? 


Procuremos o valor máximo de S para O < h< 2R: 
GRnÉ= dn Snné = 2m 
2N2Rhº — h?.  v2Rhº — hº 
3R 


S'=0 > 3Rh? -2hº=0 = ico 


Como S=0O parah=0 ouh=2Re 


" 8R ' 27R3 81R4  [27R4 3W3R? 
srs o cao io las DR 


e Ro e 
então h = S é ponto de máximo para S e, neste caso, 


: | 3R OR. 
a=2 ta o e 


Calcule o raio da base e a altura do cone de máximo volume que se pode ins- 
crever numa esfera de raio R. 


Determine as dimensões do cone de área total mínima que pode circunscrever 
uma esfera de raio R. 


Um fabricante precisa produzir caixas de papelão, com tampa, tendo na base 
um retângulo com comprimento igual ao triplo da largura. Calcule as dimensões 
que permitem a máxima economia de papelão para produzir caixas de volume 
V (dado). 


Uma página para impressão deve conter 300 cm? de área impressa, uma mar- 
gem de 2 cm nas partes superior e inferior e uma margem de 1,5 cm nas la- 
terais. Quais são as dimensões da página de menor área que preenche essas 
condições? 


Um fazendeiro tem 80 porcos, pesando 150 kg cada um. Cada porco aumenta 
de peso na proporção de 2,5 kg por dia. Gastam-se R$ 2,00 por dia para man- 
ter um porco. Se o preço de venda está a R$ 3,00 por kg e cai R$ 0,03 por dia, 
quantos dias deve o fazendeiro aguardar para que seu lucro seja máximo? 


O custo de produção de x unidades de uma certa mercadoria é a + bx e o preço de 
venda é c — dx por unidade, sendo a, b, c, d constantes positivas. Quantas unida- 
des devem ser produzidas e vendidas para que seja máximo o lucro da operação? 
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IV. Concavidade 


178. Definição 


Seja f uma função contínua no intervalo | = [a, b] e derivável no ponto 
Xo E Ja, b[. Dizemos que o gráfico de f tem concavidade positiva em xp se, e somen- 
te se, existe uma vizinhança V de xo tal que, para x E V, os pontos do gráfico de f 
estão acima da reta tangente à curva no ponto xo. 

Analogamente, se existe uma vizinhança V de xp tal que, para x E V, os pontos 
do gráfico de f estão abaixo da reta tangente à curva no ponto xo, dizemos que o 
gráfico de f tem concavidade negativa. 

A figura 1 a seguir mostra o gráfico de uma função que tem concavidade posi- 
tiva em xo, enquanto a figura 2 ilustra uma concavidade negativa em xo. 


Xo Xo 


figura 1 figura 2 


Um critério para deteminar se um gráfico tem concavidade positiva ou negativa 
em xo é dado pelo seguinte teorema. 


179. Teorema 
Se f é uma função derivável até segunda ordem no intervalo | = [a, b], xo é 
interno a [a, b] e f"'(xo) O, então: 


a) quando f"'(xo) > 0, o gráfico de f tem concavidade positiva em xo; 


b) quando f"'(xo) < O, o gráfico de f tem concavidade negativa em xo. 


Apenas mostraremos geometricamente que o teorema é válido. 
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Se f"'(xo) > 0, então f' é crescente nas vizinhanças de xo; portanto, as tan- 
gentes ao gráfico têm inclinação crescente e isto só é possível sendo positiva a 


concavidade. 


Analogamente, se f''(xo) < O, então f' é decrescente nas vizinhanças de xo, isto 
as retas tangentes à curva têm inclinação decrescente; portanto, a concavidade 


é, 
é negativa. 


180. Exemplos: 


1º) Como é a concavidade do gráfico da função f(x) = cos x, parax E [0, 27]? 
Temos f'(x) = —sen x e f''(x) = —cos x. 


Notando que: 


fm) <O0OS —cosx<0 Ss 0O<=x<5ou 2 “XS2m 


f"'()>0 S&S -cosx>0 Ss Tec 
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Concluímos que nos intervalos o 7 e |”, 2 a curva tem concavidade 
q 37 


>" 9 [a concavidade é positiva. Confira no gráfico abaixo. 


negativa e no intervalo | 


2º) Como é a concavidade da curva y = x! — 4x3? 
y=x 4% 5 y'=4$ 12x 5 y'!' = 12x? — 24x 
Notando que y'' = 12 -x- (x — 2), temos: 

x<0 ou x>2 5 y">0 => concavidade positiva. 
O<x<2 > y"'<O0O > concavidade negativa. 


Confira com o gráfico do item 171. 


V. Ponto de inflexão 


181. Definição 


Seja f uma função contínua no intervalo | = [a, b] e derivável no ponto 
xo E la, b[. Dizemos que Polxo, f(Xo)) é um ponto de inflexão do gráfico de f se, e 
somente se, existe uma vizinhança V de xo tal que nos pontos do gráfico f para 
xEVex<xo a concavidade tem sempre o mesmo sinal, que é contrário ao sinal 
da concavidade nos pontos do gráfico para x > xo. 


Em outros termos, P, é ponto de inflexão quando P, é ponto em que a conca- 
vidade "troca de sinal". Eis alguns exemplos: 
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Polxor F(xo)) 


Po (Xo f(xo)) 


Po (Xo f(xo)) 


Retomando os exemplos do item 180, vemos que os pontos de inflexão de 


to 3T 
= e 


f(x) = cos x no intervalo [0, 27] são os pontos de abscissas > >: os pontos de 


inflexão da curva y = x? — 4xê são os de abscissas O e 2. 


Os seguintes teoremas permitem localizar os pontos de inflexão no gráfico de 
uma função. 


182. Teorema 


Seja f uma função com derivadas até terceira ordem em | = Ja, bT. Seja 
Xxo E Ja, b[. Sef'(xo) = O e f'"(xo) £ O, então xo é abscissa de um ponto de 
inflexão. 


Demonstração: 


Suponhamos, por exemplo, f''(xo) = O e f""'(xo) > O. De acordo com o teore- 
ma do item 173, xo é ponto de mínimo local da função f'. Assim sendo, existe uma 
vizinhança V de xo tal que: 


XeVex<x) > f(x) <0 
xeV ex>x) > f(x) > 0 


isto é, em xo a função f'' "troca de sinal", ou ainda, em Po(xo, f(xo)) a concavidade do 
gráfico de f troca de sinal; portanto, xy é abscissa de um ponto de inflexão. 


183. Teorema 


Se f é uma função derivável até segunda ordem em | = Ja, bl, xo E Ja, b[ e xo 
é abscissa de ponto de inflexão do gráfico de f, então f''(xo) = O. 
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Demonstração: 


Suponhamos f''(xo) * O; por exemplo, admitamos f''(xo) > O. Temos: 


o O) — f(xo) 
E = | >0 
(xo) : Ea X= 
dd Ei (x) — F'(xo) 
então existe uma vizinhança V de xp tal que XX >0,VxE Vx * xo 


Assim, em V, a função f' é crescente; portanto, em V o gráfico de f tem conca- 
vidade sempre positiva, isto é, em Po(xo, f(xo)) a concavidade não troca de sinal e Pg 
deixa de ser ponto de inflexão. 


184. Observação 


Este último teorema mostra que uma condição necessária para xo ser a abs- 
cissa de um ponto de inflexão do gráfico de f é anular f''. Entretanto, nem todas as 
raízes de f''(x) = O são abscissas de pontos de inflexão. Se uma raiz xo de f(x) = O 
não anular f'"", o teorema do item 182 garante que xo é abscissa de ponto de inflexão. 
Se, porém, f''(xo) = f'"(xo) = O, nada podemos concluir, usando a teoria dada. 


185. Exemplo: 


Determinar os pontos de inflexão do gráfico da função f: R — R tal que 
fg) =x! — 2x) — 12x2 4 19x — 5. 

Temos: 

f'(x) = 4xº — 6x2 — 24x + 12 

f''(x) = 12x2 — 12x — 24 

As raízes da equação f''(x) = O, isto é, 12x2 — 12x — 24 = 0são:2e —1. 

Notando que f'"'(x) = 24x — 12, vemos que: 


f"'(2)=48-12=36%0 efl'(-1)=-24 —- 12 =-36 0 
portanto, 2 e —1 são abscissas de pontos de inflexão e esses pontos são 


P=(2,f(2) -(2,-29) e Q=(—1,f(-1)) = (—1, —26) 
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213. 


274 


215. 


278. 


219. 


280. 


281. 
282. 
283. 


284. 


285. 


286. 


287 


EXERCÍCIOS 


Nos exercícios 273 a 277, determine onde o gráfico da função dada tem conca- 
vidade positiva, onde a concavidade é negativa e obtenha os pontos de inflexão, 
caso existam. 


2x 
f(x) = xº + 9x 276. f(x) = 5 -— 
YpZ + ap 
fo) = + 
, x-1 
2 
fo) =X —2 277. tg = [2 PR AA 
x —- 4x2 + 7x-—-3,parax=1 
Determine os intervalos em que x deve estar para que o gráfico da função 


f(x) = sen x — cos x tenha concavidade positiva. 


Determine as abscissas dos pontos do gráfico da função f(x) = xº — x? nos 
quais a concavidade é negativa. 


Quais são os pontos de inflexão no gráfico da função f(x) = (x2 — 1)(x2 — 4)? 


Nos exercícios 281 a 283, supondo que f é contínua em algum intervalo aberto 
que contém c, faça uma parte do gráfico de f numa vizinhança de c de modo 
que fiquem satisfeitas as condições dadas. 


Parax>c, f(x <0 e f'(xy)>0 e parax<c, f(x) >0 e f(x) >0. 
Parax>c, f(x) >0 e f'(xy) >0 e parax<c, f(x) >0 e f(x) <0O. 
f(c)=f'(c)-0 e f(x) >0 para x<c ou x>e. 


Esboce o gráfico de uma função f tal que, para todo x real, tenhamos f(x) > 0, 
f(x) <O e f(x) > 0. 


Esboce o gráfico de uma função f para a qual f(x), f'(x) e f''(x) existem e são 
positivas, Vx E R. 


Se f(x) = ao + ax + ax? + asx?, determine ao, a, à, e as de modo que f 
tenha um extremo relativo em (0, 3) e um ponto de inflexão em (1, —1). 


.Se f(x) = ao + aqX + a,x2 + aax? + aqx*, calcule ao, a4, a>, às € aq de modo que 


o gráfico de f passe pela origem, seja simétrico em relação ao eixo y e tenha um 
ponto de inflexão em (1, —1). 
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VI. Variação das funções 


186. Um dos objetivos da teoria deste capítulo é possibilitar um estudo da variação 
de uma função f. Para caracterizar como varia uma função f, procuramos determinar: 


a) o domínio; 

b) a paridade; 

) os pontos de descontinuidade; 

d) as interseções do gráfico com os eixos x e y; 
) o comportamento no infinito; 

f) o crescimento ou decréscimo; 

g) os extremantes; 

h) os pontos de inflexão e a concavidade; 

i) o gráfico. 


187. Exemplos: 


1º) Estudar a variação da função f(x) = xº + x? — 5x. 
a) Seu domínio é R. 


b) A função não é par nem ímpar, pois: 
fi>) = (-x3 + (—-x2 — 5(>x) = > + x2 + 5x 
não é idêntica a f(x) nem a —f(x). 


c) A função polinomial f é contínua em R. 
d) Fazendo x = O, temos f(0) = 0. 


—1-—-21 
Fazendo f(x) = O, temos xº + x2 — 5x=O,istoé,x= O ou x= —— — OU 
—1+n21 
X=>———, 
2 
—1-—-21 
As interseções com os eixos são os pontos (0, O); RE 0) e 
(= 1 +21 
—— 0). 
2 
e) lim fo)= lim x=+o0 
x> + x> + 
lim fo)= lim xº=-—o 
Xx> —0 Xx—> —0 


5 
9 fO)=32+2x—-5=3(x— nfs + 3) 
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então: 
Xx< + oux=z1 > f(xy=0 > fcrescente 


S <x<1i > f(xgy)<0 > fdecrescente 


g) F)=0 => x=10ux=-5 


f(1)=8>0 


fwW=6+25 
r(-5) =-8<0 


wju 


então f tem um mínimo em x = 1 e um máximo em x = — 
h) f''(x) — 6x + 2, então: 


xXx < S > f(x) < 0 => concavidade negativa 


xXx > S > f'(x) > 0 = concavidade positiva 


Como o sinal da concavidade muda em x = + o gráfico tem um ponto de 


inflexão em o 
3º 


i) gráfico de f: 


x-—- 1 


2º) Estudar a variação da função f(x) = 2x — 5 


a) Seu domínio é D(f) = R — B 
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b) A função não é par nem ímpar, pois: 


=x = 


(9 =09-5 


não é idêntica a f(x) nem a — f(x). 


c) Como g(x) =x — 1 e h(x) = 2x — 5 são contínuas, 


f(x) = East é contínua em todos os pontos do seu domínio. 
2x — 5 


Notemos que La fb)=-o e lim f(x) =+o, 


x— 5 x— 5 


2 
0-1 1 


d) Fazendo x = O, temos f(O) = = 


Fazendo f(x) = O, temos = 0, istoé, x= 1. 


=" 
2x — 5 


As interseções com os eixos são os pontos o, 3) e(1,0). 


er 
; , x— 1 A X 1 
e lim f(x) = lim = | lm ——— => e 
PR 09) x—>+o 2X 5 y>+o a a 
x 
: 1 
lim fo) = 5 (analogamente) 
Xx— —00 
pra da (ad p= (= je —3 E 
f) f(x) CO QuE Dae Vx E > 


ato ii j » 5 
então f é decrescente em todo intervalo que não contenha >" 


g) f é derivável em seu domínio e f' nunca se anula, então f não tem 
extremantes. 


h) f(x) = 


então: 


x < — > 2x-5<0 > f(x) <0 > concavidade negativa 


x> — 5 2x-5>0 5 f(x) > 0 => concavidade positiva 
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Como o sinal da concavidade muda no ponto de abscissa > (em que f 
não é definida), concluímos que o gráfico de f não tem ponto de inflexão. 


i) gráfico de f: 


EXERCÍCIOS 


Nos exercícios 288 a 297, determine o domínio, a paridade, os pontos de 

descontinuidade, as interseções do gráfico com os eixos, o comportamento no 

infinito, o crescimento ou decrescimento, os extremantes, a concavidade, os 
pontos de inflexão e o gráfico de f. 

dl 

288. f(x) = 2xº — 6x 293. fi) =x) +2:% 


a 


w|H 


289.) = 43 —-x2—- 24x— 1 294. fl) =1+(x— 2) 


290.f(x) = 3x4 + 4433 + 642 — 4 295. f(x) = xV1 — x 


291. f(x) = (x — 1)(x + 2) 296. f(x) = —s E a 
2 9x 

= 3 — | e 

292. f(x) = 3x 2x 297. f(x) EO 
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LEITURA 


THE GRANGER COLLECTION/OTHER IMAGES 


COLEÇÃO PARTICULAR. THE GRANGER COLLECTION, NEW YORK/ 


Cauchy e Weierstrass: o rigor chega ao 
Cálculo 


Hygino H. Domingues 


O cálculo, tal como foi deixado por Newton e Leibniz, carecia quase total- 
mente de estruturação lógica. E nos 150 anos seguintes muito pouco mudou 
quanto a esse aspecto. Embora houvesse consciência, em todo esse tempo, 
da necessidade de demonstrações e justificativas, estas frequentemente não 
correspondiam aos padrões atuais de rigor, apelando demasiado para a intui- 
ção geométrica. 

Assim é que por muito tempo a confiança no cálculo derivava sobretudo 
de sua eficácia. Um episódio envolvendo o matemático e astrônomo Edmund 
Halley (1656-1742) e o bispo George Berkeley (1685-1753) ilustra bem essa 
situação. O primeiro, talvez movido por concepções materialistas inspiradas 
na ciência da época (em que o cálculo tinha papel especial), teria convencido 
alguém em seu leito de morte a recusar o consolo espiritual que lhe seria 
ministrado por Berkeley. Este, exímio polemista, expressou sua irritação num 
livro de 1734 intitulado O analista: ou um discurso dirigido a um matemático 
infiel, no qual provou de forma irrefutá- 
vel que o cálculo àquela altura era, tanto 
quanto a religião, matéria de fé. 

Pois certamente não havia explica- 
ção para o fato de Newton, no seu Qua- 
dratura de curvas, operar algebricamen- 
te seguidas vezes com um incremento 
h e, ao fim, considerar nulos todos os 
termos envolvendo h (agora igualado a 
zero). E tampouco para aceitar que a ra- 
zão dy/dx entre as diferenciais, segun- 
do conceito de Leibniz (ver págs. 142 
e 143), expressava a inclinação da tan- 

Fe gente, e não a da secante (ver figura). 
Augustin-Louis Cauchy (1789-1857). O desprezo das diferenciais superiores, 


eds 
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sem nenhuma explicação convincente, levando a resultados corretos, enseja- 
va a Berkeley a observação “em virtude de um erro duplo chega-se, ainda que 
não a uma ciência, pelo menos a uma verdade”. 


D'Alembert (1717-1783), que em algum momento teria declarado “avan- 
te, e a fé lhe virá”, sugerindo como enfrentar os mistérios do cálculo na época, 
vislumbrava porém que para sair desse estado era preciso estabelecer um 
método de limites. 


Em 1784, a Academia de Ciências de Berlim instituiu um concurso, cujo 
prêmio seria conferido dois anos depois, sobre o problema do infinito em 
matemática. O edital manifestava o desejo da Academia de uma explanação 
sobre o porquê de muitos teoremas corretos serem “deduzidos de suposições 
contraditórias”. O vencedor foi o suíço Simon L'Huillier, com o trabalho Expo- 
sição elementar do cálculo superior. Mas L'Huillier, que introduziu a notação 
dP/dx = lim (AP/Ax) para a derivada, pouca luz trouxe ao problema. Seria só 
no século XIX, especialmente graças aos esforços de Augustin-Louis Cauchy 
(1789-1857) e Karl Weierstrass (1815-1897), que o assunto seria fundamen- 
tado com rigor. 


Natural de Paris, Cauchy estudou na Es- 
cola Politécnica e, a despeito de seu grande 
talento para a ciência pura, chegou a encetar 
uma promissora carreira de engenheiro, aban- 
donada em 1815 por razões de saúde. Nesse 
mesmo ano inicia-se como professor na Es- 
cola Politécnica — afinal, a essa altura, seu 
currículo já exibia vários trabalhos de valor no 
campo da matemática, o primeiro de 1811. 
No ano seguinte aceita sua indicação para a 
Academia de Ciências, mesmo sendo para o 
lugar de Monge, excluído por razões políticas. 
Mas era coerente: em 1830, com a expulsão 
de Carlos X, exila-se voluntariamente; já de volta à França há cerca de dez 
anos, em 1848 passa a ocupar uma cadeira na Sorbonne, da qual é excluído 
em 1852 por sua recusa em jurar fidelidade ao governo (em 1854 foi readmi- 
tido sem essa exigência). 


Cauchy deixou cerca de 800 trabalhos entre livros e artigos, cobrindo 
quase todos os ramos da matemática, um feito talvez só superado por Euler. 
Mas suas contribuições mais significativas estão na área do cálculo e da aná- 


obs 
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lise, sempre pautadas pela preocupação com o rigor e a clareza. Um exemplo 
disso está na sua abordagem das séries, com o cuidado que dispensou à 
questão da convergência. 

Seu Curso de análise, um livro-texto feito para a Escola Politécnica, apre- 
senta a primeira definição aritmética de limite. A precisão com que dela decor- 
rem conceitos básicos como os de continuidade, diferenciabilidade e integral 
definida seguramente marca o início do cálculo moderno. Mas Cauchy recorria 
com frequência a expressões como “aproximar-se indefinidamente” e “tão 
pequeno quanto se deseje”, por exemplo, o que precisava ser quantificado 
convenientemente. Esse trabalho seria feito por Weierstrass. 


Natural do povoado de Ostenfeld (Alemanha), Weierstrass era filho de 
um inspetor de alfândega autoritário que desejava vê-lo num alto posto ad- 
ministrativo — tanto mais que sua passagem pela escola secundária fora 
brilhante. Mas Weierstrass não deu essa alegria ao pai, embora tivesse ficado 
de 1834 a 1838 em Bonn matriculado no curso indicado (leis, que afinal não 
concluiu). Em 1839 habilitou-se para o ensino médio de Matemática em curso 
intensivo no qual teve como professor C. Guderman (1798-1852), especialista 
em funções elípticas, seu grande inspirador. 


Paralelamente ao exercício do magistério secundário, Weierstrass lan- 
çou-se à pesquisa. E seus trabalhos pouco a pouco foram-no fazendo conhe- 
cido: em 1855 obtinha um doutorado honorário na Universidade de Kônigsberg 
e em 1856 tornou-se professor da Universidade de Berlim, onde ensinaria nos 
30 anos seguintes. cx ia E 

Weierstrass publicou pouco, compa- 
rado a Cauchy. Mas sua obra distingue-se 
pela qualidade e, em especial, pelo rigor. 
Os últimos resquícios de imprecisão que 
ainda acompanhavam os conceitos cen- 
trais do cálculo, como o de número real, 
função e derivada, por exemplo, foram eli- 
minados por ele. No que se refere à teoria 
dos limites, sua grande arma foi a nota- 
ção £ — 6. À razão finalmente se impunha 
à fé. 


MP/LEEMAGE/AFP 


Weierstrass. 


oUZ 


Noções de 
Cálculo Integral 


I. Introdução — Área 


188. Historicamente, foi da necessidade de calcular áreas de figuras planas cujos 
contornos não são segmentos de reta que brotou a noção de integral. 

Por exemplo, consideremos o problema de calcular a área A da região sob o 
gráfico da função f: [a, b] — R, em que f(x) = 0. 


Admitindo conhecida uma noção intituitiva de área de uma figura plana e, 
ainda, que a área de um retângulo de base b e altura h é b - h, vamos descrever 
um processo para determinar a área A. 
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Seja f(x) constante e igual a k em Ta, b]. 


T(x) 


Dessa forma, a área procurada seria a área de um retângulo e teríamos: 
A=k-(b-—a) 


Não sendo f(x) constante, dividimos o intervalo [a, b] em subintervalos sufi- 
cientemente pequenos para que neles f(x) possa ser considerada constante com 
uma boa aproximação. 


Em cada subintervalo podemos calcular, aproximadamente, a área sob o gráfi- 
co, calculando a área do pequeno retângulo que fica determinado quando supomos 
f(x) constante; a área procurada será, aproximadamente, a soma das áreas destes 
retângulos. 
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Vamos descrever mais precisamente o procedimento acima relatado. A divisão 
de [a, b] em subintervalos é feita intercalando-se pontos x4, xp, ...,Xn-y entrea e b, 
como segue: 


a=xX<X <x < Sia <X-4<X< Gaia <X-1<X=b 


Os n subintervalos em que [a, b] fica dividido têm comprimentos 
Ax =X — X-4i=1,2,...,n. Escolhemos x E [x - 4,xj] e supomos f(x) constante 
e igual a f(x) em [x - 4,xi], i = 1,2,...., n. Graficamente, temos: 


A área A é aproximadamente a soma das áreas dos retângulos, e escre- 
vemos: 


A = T(Xx)Ax + TOo)Asx +... + TODA +... + T)A XxX 
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ou seja: 


A soma que aparece no 2º membro das igualdades anteriores se aproxima 
mais e mais da área procurada à medida que dividimos mais e mais [a, b], não dei- 
xando nenhum subintervalo grande demais. 


189. De um modo geral, se f é uma função contínua definida em [a, b], o número 
n 

do qual as somas . >, f(x)A;x se aproximam arbitrariamente à medida que todos 
] E— 


os A;x se tornam simultaneamente pequenos é chamado integral de f em [a, b] 
b 
e é representado por Ê f(x)dx. Assim, podemos dizer que, sendo A;x pequeno, 


i=1,2,... n, temos a igualdade aproximada: 


190. Em muitas outras situações não diretamente ligadas ao cálculo de áreas, 


somos levados através de um raciocínio semelhante ao exposto acima, a considerar 
n 


uma função f definida em [a, b], subdividir [a, b], formar somas do tipo 3 f(x)A;x 
i=1 


e determinar o número de que tais somas se aproximam à medida que os A;x dimi- 
nuem, ou seja, somos levados a um processo de integração. Estabelecer a noção 
de integral desta forma geral é o que pretendemos a partir do próximo item. 


8 | Fundamentos de Matemática Elementar 11 


NOÇÕES DE CÁLCULO INTEGRAL 


EXERCÍCIOS 


x2 
0" 
dividindo o intervalo [O, 50] em subintervalos de comprimento 10. 


298. Faça uma estimativa da área A sob o gráfico de f(x) = 250 — 0O<x<=50, 


Solução 


34 
250 


50 x 


Façamos xy = O, x, = 10, x = 20, x) = 30, x = 40, x; - 50 e 
escolhamos, porexemplo, x = 5, X = 15, x3)=25, xw=35 e x,=45. 
Graficamente, temos: 


A área A terá o valor aproximado: 

A = TR)AX + TRA + FXG)A 3X + TRAAX + FXS)ASX 

Efetuando os cálculos, resulta: 

= STE 

O valor correto, conforme veremos, é 8333 e sendo o erro cometido da 


ordem de 0,5%, apesar de o número de subdivisões ser tão pequeno. 
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299. Obtenha uma estimativa da área sob o gráfico da função f(x) = 20 x€ [10,50] 


dividindo o intervalo em 4 subintervalos de comprimento 10. (O valor correto da 
área procurada é 321,9.) 


II. A integral definida 

Vamos agora estabelecer de um modo geral a noção de integral de uma fun- 
ção f definida em um intervalo [a, b]. 
191. Partição 

Uma partição de [a, b] é um conjunto 


P = (Xy XX X- 1X --oXn)comxela,b]i=1,2,..ne 
a=X<XM< NX <UL<XK4,4<XK<<x=b 


192. Norma 


Chamamos norma da partição P o número wu, máximo do conjunto 
(AX, AoX, ..., AX, ..., AnX) em que Ax=x—X-y i=1,2,..n. 


193. Soma de Riemann 


Sendo x; escolhido arbitrariamente no intervalo [xy - 4, x) i=1,2,...n, 
n 
a soma f(x) AX + f(X5)Aox +... + f(x) AX +... +f(X,))Anx OU Seja, DX f(x)A;x se 
i=1 


chama soma de Riemann de f em [a, b] relativa à partição P e à escolha feita dos X;. 


194, Função integrável 


Sob certas condições bem gerais, que estabeleceremos a seguir, as somas 
de Riemann se aproximam arbitrariamente de um número fixo |, quando a norma p 
da partição P se torna cada vez menor, independentemente das escolhas dos x;. 
Quando isto ocorre, dizemos que a função f é integrável em [a, bJe | é a integral de 
fem [a, b]. 
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Precisamente, dizemos que f é integrável em [a, b] se existe um número real | 
satisfazendo a seguinte condição: 


Dado e > O, existe à > O tal que em toda partição P com norma u < 68 


n 
temos | X f(x)A;x — I| <e, qualquer que seja a escolha dos x, em [x; - 4, Xl. 
EM 


195. Integral 


Sendo f integrável em [a, b], o número | é chamado integral de f em [a, b] 
b 

(ou integral definida de f em [a, b]) e é representado por | f(x)dx; resulta que, 
a 


dado e > O, existe ô > O, tal que 


<e 


b 
u<ô8> |[Lf)Ax— Ê f(x)dx 


Vamos, agora, estabelecer uma condição geral de integrabilidade. 


196. Teorema 1 


Se f é contínua em [a, b], então f é integrável em [a, b]. 


A demonstração deste teorema está além dos objetivos destas noções ini- 
ciais e deixaremos de apresentá-la. Ela pode ser encontrada, por exemplo, no livro de 
Kaplan & Lewis, Cálculo e Algebra Linear*. 


EXERCÍCIOS 


300. Calcule, pela definição, a integral de f(x) = 5x + 7 em [1, 5]. 


* Vol. 1, Cap. 4.26. Livros Técnicos e Científicos Edit. 
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Solução 


5 
Devemos calcular |itex + 7)dx. Como a função f(x) = 5x + 7 é contínua em 
[1, 5], sabemos pelo teorema 1 que a integral existe. Dividindo [1,5] em n 
subintervalos iguais de comprimento a, temos: 
a 
n 


ama LAG DA, 


Xo = 1, m=1+5, x =1+2: 
REM RS Dc 
n 


Escolhendo, por exemplo, em cada subintervalo, x; como sendo o ponto 
médio, resulta: 


AR (e 
n n 


Segue que f(x) = 5X + 7 = 12 + — = — 
f(x)Ax = (12 JF eo [= o) aa ou seja, 
n n/n 

- 48 40 80 
Rd 
Logo, 

- o so eo 

Eq Rã Ea) E 

n n 
O qu pr Du do 
n n RR 1a n 14 
n 

Como 2 i= ntnt a , resulta que 

n 

2 tm =48- 40, 59. ni gg dO go [Nt2) 
i=1 n n 2 n n 
Como A,x = Aox =... = AX EAN X — a norma p será igual a 


4 . 
RÉ logo, quando q se aproxima de zero, temos: 
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1) n cresce arbitrariamente 


2) A se aproxima de zero 


3) n+1 se aproxima de 1 


4) 2, f(x)A;x se aproxima arbitrariamente do número 48 — 0 + 40 - 1 


ou seja, 
n 


L=0 > e fx)Ax =88 


Temos, então: 


5) 
I (5x + 7)dx = 88 


De fato, calculando a área sob o gráfico de 
f(x) = Dx + Tentrex = 1 ex = 5, temos: 


304. Calcule, pela definição, conforme o exercício 300, / (5x + 7)dx, escolhendo 
uh 


em cada subintervalo [x; - 4, x] um ponto X; tal que 
a) X =X-1 D) x =X; 


302. Calcule, pela definição, conforme o exercício 300, Rs dx. 
3 


n 


Dado: Z p=Nin+1)-(2n+ 1) 
p= 


= E . 
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III. O cálculo da integral 


197. vamos agora procurar um processo para calcular a integral de f em [a, b] sem 
termos que recorrer à definição. 


Consideremos f contínua e não negativa 


b 
em [a, b]. O número Ê f(x)dx representa a área 


A sob o gráfico de f(x) no intervalo [a, b]. 


Observação: Naturalmente, a letra que representa a variável independente 
pode ser escolhida arbitrariamente, e considera-se que: 


A = Ê fO)dx = I' f(tdt = Ê f(u)du = ..., etc. 


Vamos chamar de A(x) a função que a cada 
x associa a área sob o gráfico de f no intervalo 
[a, x] (ver figura). 


b 
Segue que A(a) = O, A(b) = Ê f(x)dx, e de 
um modo geral, 


A(X) = Ih f(tat 


x 
(Evitamos escrever A(x) = Ê f(x)dx para poder destacar que a variável x é 


um dos extremos do intervalo de integração.) 
Com as hipóteses já admitidas anteriormente, vamos mostrar que a derivada 
da função A(x) é a função f(x). 
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198. Teorema 2 
XxX 
Se AX) = [ f(tot, então A'(x) = f(x). 


Demonstração: 
Sejaxe[la,bJeh>0Ocomx+ he la,b]. y 
Sendo f contínua em [a, b], ela o será em 

[x, x + h], e portanto admite um ponto de máximo 

Xm € um ponto de mínimo xm em [x, x + hJ. fomb-- 1.00 do. 


T(xm) a pr da 


Raciocinando geometricamente, em termos 
de área, na figura ao lado, segue que: 


f(x) hn <A + h)— A) <foy)-h 


A(x + h) — A(x) 
ia) = e tiy) 
Quando h tende a zero, f(xm) e f(xm) se aproximam simultaneamente de 


A(x + h) — À 
f(x) enquanto o quociente Ab to apo se aproxima da derivada à direita de 


A(x), isto é: 
f(x) = A'(x?) = f(x) 
Resulta que A'(x*) = f(x): 
Analogamente, sendo h < O, considerando o intervalo [x + h, x], temos: 


H(Xm) * (>) = AG) — Alx + h) = f(xy) * (—h) 
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Segue que 
A(x) — A(x + h 
fim) <A cy 


f(xm) < ea ad < f(xy) 


e como no caso anterior, quando h tende a zero, resulta que a derivada à esquerda 
de A(x) é igual a f(x): 

f(x) <= A'(x”) <= f(x), isto é, A'(x”) = f(x) 

Isso mostra que A'(x) = f(x) em Ta, b]. 


dA a 
Utilizando a notação A'(x) = Ta lembrando que A(x) = lh f(t)dt, temos o 
resultado 


bastante sugestivo, já que estabelece uma relação essencial entre dois conceitos 
que nasceram de forma independente: o de derivada e o de integral. 
b 
Para calcular Ê f(x)dx, podemos procurar uma função como A(x), tal que 
b 
A(a) = O e A'(x) = f(x), e teremos: A(b) = " f(x)dx. 


Este procedimento pode ser simplificado se atentarmos para o seguinte 
teorema. 


199. Teorema 3 


Se F(x) é uma função qualquer que satisfaz a condição F'(x) = f(x) em 
[a, b], f contínua em [a, b], então F(x) — A(x) + c em que c é uma constante e 


A(X) = Ih f(bdt. 


Demonstração: 


De fato, mostramos que A'(x) = f(x) e sabemos por hipótese que F'(x) = f(x); 
segue que a derivada de função F(x) — A(x) é nula em [a, b] e então F(x) — A(x) é 
constante, ou seja, F(x) — A(x) = c. 
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Sendo, então, F(x) tal que F'(x) = f(x), temos: 


pa A(b) + c 
Fla) = A(a) +c=0+c=c 


Logo, F(b) = A(b) + F(a) e então A(b) = F(b) — F(a). 


b 
200. Resumindo, o procedimento para determinar | foge em que f é uma função 
contínua em [a, b] deve ser o seguinte: 


a) procuramos uma função F(x) tal que F'(x) = f(x) 
b 

b) vale que | f(x)dx = F(b) — F(a). 
a 


Observação: 


Na justificativa do procedimento acima, utilizamos como hipótese o fato de f 
ser não negativa em [a, bl]; caso f(x) < O, uma pequena alteração nos argumentos 
levaria à mesma conclusão, de modo que a única exigência efetiva para f é a conti 
nuidade em [a, b]. 


201. Uma função F satisfazendo a condição F'(x) = f(x) é chamada primitiva de f 
ou, ainda, integral indefinida de f . Se F é uma primitiva de f, então F(x) + c, em que 
c é uma constante, também é. De modo geral, representamos uma primitiva genérica 


de f por Frgax. Assim, por exemplo, se f(x) = x2, são primitivas de f as funções 


x x x2 
adam + 5, ou, de modo geral, 3 + Cc, e escrevemos: 


3 
Du e sÃSe, 
| xdx 3 + c 
Outros exemplos: 
6 
1. ] xºdx = c +c 


xn+1 
n+1 


2 | wáx= +c (n& — 1) 
ã de= |t= ço 


4. Este 
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5. E 
6. Isis et +c , etc. 


202. Como consequência de propriedades conhecidas para as derivadas, temos 
ainda: 


| (f(x) + glx)dx = | flox)dx + | gl)dx 


k constante 
Fa *fl))dx = k- Foo (k = 0) 


Seguem mais alguns exemplos que ilustram a aplicação das propriedades 

acima. 
x4 
1. | os + sossiip= | era] cosxdx="4 +senx+c 
x4 
2. [Egges]) xdx=5-47 +e 
x2 

83. exe na=3 5 +m+o 


4. asse ias ad + 4 senx + c 


xê xe 
Be = + 3 Da MA 


EXERCÍCIOS 


303. Determine primitivas para as funções: 


1 
a) f(x) = Vx D)=75 
2-1 
b) fo) = e fig= 
-2 
e) fig) =x 
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Solução 
Lembrando das regras de derivação já estabelecidas, temos: 


Iwo 


ES o Gas 
REA = a ME 
EUR Ane GO am 3X 
2 
se -1 
a = dis o e 
2 
<+1 
$ SD 
c) f(x) =x ?; F(x) o) 3X 
= dp ÀL 
1 5 
d) f(x) E ER F(x) = arc tg x 
ql ál 


e) fo) =1- 0 R0= 


Em cada caso, F(x) + c, em que c é constante, também é uma primitiva 
de f(x). á > 8 
Poderíamos escrever genericamente: he dx = 3 Rar c, etc. 


304. Determine primitivas para as funções indicadas: 


a) fi) = -2x+7 dy tij= E 5 
3 7 

b) fx) = senx + 3 cos x e) fx) = W+1 
co) fx) =x) +83 

305. Determine as integrais indefinidas indicadas: 
a) Pos -ae- +) dx d) = 
b) j sec? x dx e) j E: | dx 
c) j (=) dx 

306. Calcule: 
a | mo o | ax e) — 
b) j x dx d) j Er 
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Tm 


2 
Calcule Ih cos x dx. 


Solução 


Uma primitiva de f(x) = cos x é F(x) = ] cos x dx = sen x. Segue que 


T 


o T 
E cos x dx = sen > — sen0=1 


Também costumamos indicar os cálculos como segue: 


Tm 


o 21 T 
I; cos x dx = sen x p = Sen > — sen0=1 


Calcule as integrais definidas: 
1 4 

a) k x dx d) Ih cos x dx 
2 2 1 

b) Ik x2 dx e) Ih 5 dx 


a 
4 
c) k: sen x dx 


Calcule: 
1 1 
a) E, 7 dx d) Ih (—x2)dx 
1 1 
Ji, 2a e Ji, oa 
1 
Cc) E x” dx 
Calcule: 
2 1 
a) k: (x2 — 3x + 5)dx d) F (xº — 1)x dx 
b) E (sen x + cos x)dx e) IN (ve id 
T X (ec 
É (E) 
2 
c) IÊ (1 + cos x)dx 
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311. Calcule a área sob o gráfico de f(x) =x? —- 5x + 9, 1<x<4. 


Solução 


4 
A área A será igual a Il f(x)dx. Logo, 


Jo — 5x + 9)dx 


x2 x2 : 
Es 5 + 9xe então 


4 
| (2 — 5x + 9dx = F(4) — F(1) = 


312.Calcule a área sob o gráfico de fentre x = a e x=b. 


a) f(x) 
b) f(x) 


c) f(x) = 3 + sen x 


d) f(x) 


e) f(x) 


Sos 


=4—x2 


=xX2+7 


=x +1 


= q 
—-1+x 


e 


e 


e 


[a, b] = [-2,2] 
[a, b] = [0,3] 
TW 
[a, b] = o, 3| 
[a, b] = [0, 4] 
[a, b] = [0, 1] 
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4 
313. Calcule lh (—x2 + 5x — 9)dx e interprete o resultado obtido. 


Solução 


3 2 
Temos: F(x) = lhes + 5x — 9dx=—+ = —- 9 


4 
Il, (2 + 5x — 9)dx = F(4)— F(1)= 


E -8-* 


21 RE E ER à E 
O número DE é o simétrico da medida da área indicada na figura abaixo. 


(Lembramos que a medida de uma área é um número sempre não 
negativo.) 


De modo geral, se f(x) < O em [a, b], resulta que: 
—f(x) > 0 em fa, b] e f-togar = E f(x)dx. Logo, se f(x) < O em [a, b], 


b 
l f(x)dx = —A em que A é a área da região situada entre o eixo x e o 


gráfico de f no intervalo [a, b]. 
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2m 
314. Calcule K sen x dx e interprete o resultado. 


Solução 
Temos: | sen x dx = —cos x 
2x 
[ sen x dx = (—cos 2%) — (—cos 0) = 


=-1+1=0 


Como senx = 0Oem[0,m]esenx=0O 


em [7, 27], 

I, sen x dx = Aí (ver figura) 
2m 

Ê senx dx = — As (ver figura) 


Como, por simetria, sabemos que A, = As, segue que 


27 
l. senxdx=A, +(—A5) = O 


De modo geral, se f(x) = O em [a, cl, e f(x) = O em [c, b], então, 


b 
JE rogo = a, — da 


y 
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315. Justifique geometricamente, através de uma figura, as afirmações: 


a 
a) se f é uma função ímpar, F. f(x)dx = O; 


a a 
b) se f é uma função par, FÊ f(x)dx = AR f(x)dx 
316. Calcule as áreas da região compreendida entreas curvas y=x2 e y = —x2+ 4x. 


Solução 


Nos pontos de interseção das curvas, temos: 
xX2=-x3+4x > 2x2 -4x=0>x=0 oux=2 


A área A pode ser calculada assim 


2 
Aa Jo. 2 + agox— ), x2dx 


ou, equivalentemente: 
2 
A= Ii. [6x8 4x) = ax 


2 
Temos, então: A = JE (—2x2 + 4x)dx 
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B 2 

e segue que F(x) = [E2e + 4x)dx = A ao 
16 8 
e A=H2)-R0)=[-2 +48) - = 


317. Calcule a área da região limitada pelas curvas: 


a) y=x e y=X 
b)y=x2-1 e y=1-x 
co) y=X e y=2x+8 
d) y=x2 e y=Yx 
e) y = senx e y=xX2 — x 


318. Calcule e sendo F(x) igual a: 


a) Iê 5t + 2)dt b) [ita c) [ta 


( 


IV. Algumas técnicas de integração 


203. Até agora determinamos j f(x)dx utilizando as regras de derivação e algumas 


propriedades das derivadas. Entretanto, o cálculo de uma primitiva pode não ser uma 
tarefa simples ou imediata. Vejamos alguns exemplos: 


1. E x2dx = senx2 + c 
2. [E RR 
3. [Eee 


à gds gra 


Nestes casos, algumas técnicas são requeridas, a fim de determinarmos a 
integral indefinida. Nestas noções iniciais sobre integral, examinaremos duas: 
a integração por substituição e a integração por partes. 
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204. Integração por substituição 


Consideremos o cálculo de uma primitiva de f(x) = 2x - cos x2. Fazendo a 
substituição x? = u(x), teremos u'(x) = 2x, e então f(x) = u'(x) - cos u(x). Lem- 
brando da regra da cadeia, do cálculo das derivadas resulta que uma primitiva de 
u'(x) : cos u(x) é sen u(x), ou seja, que 


Juro cos u(x)dx = sen u(x) + c 


De um modo geral, se f(x) pode ser escrita na forma g(u) - u', em que 
u = u(x), então uma primitiva de f(x) será obtida tomando-se uma primitiva de g(u) e 
substituindo u por u(x), ou seja: 


|ogax = Em - U'(x)dx = G(u(x))+ c 


onde G(u) é tal que G'(u) = g(u). 


205. No caso de | 3x2 Vxº — 1 dx, temos: 


uxg) =x) — 1, u(x) = 3x2 


3 
2 
[ad tas | Tuas E +c= 
3 2 
c 2 
MO po IP + 
az 


EXERCÍCIOS 


319. Determine as primitivas indicadas: 


a) [7 -sen 7x dx d) Pos ay dx 
b) Í cos 3x dx e) ] esenx. cos x dx 
c) Í e2.xdx 
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Solução 


a) Fazendo u(x) = 7x, temos u'(x) = 7 e segue que: 


sas | em ses ajuros ces use 


b) Fazendo u(x) = 3x, temos u'(x) = 3 e segue que: 


] cos ax ax = E] 3 cos xa =] u'-cosu dx = 


sen 3x 


1 
Eqoslia ei RO 


3 


3 


c) Fazendo u(x) = x2, temos u'(x) = 2x e segue que: 


al, 1 1 
E) x | (x2) | ndo e SS = 
le 34 0 (obk 5) e 2x dx > e!.u' dx 2 e ar (6 


il mê 
= SS to) 
2 ar (e) 
d) Fazendo u(x) = x + 1, temos u'(x) = 1 e segue que: 
Sis (el 
7 pe O pira bis = 
[os dx fa u' dx 18 1€ 18 


e) Fazendo u(x) 


| esenX cos x dx 


sen x, segue que: 


[esmas es pe=emase 


320. Calcule as integrais indefinidas indicadas: 


a ) (x + 775.36 a | 3 ETTA 
b) Jem. 3 ax o ) nr 


c) | 5 - cos sx ax 


3241. Calcule: 


a) j eé .x2 dx 


b) |x - Cos 3x2 dx 


c) j (5x — 1)33 dx 


2So 


d) [1a 


1 
e) era 
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322. Calcule: 
a) j eX dx 
b) j (sen x)? cos x dx 
c) j sen 5x dx 
d) j cos (3x + 1)dx 


e) j (3 — 2x)!dx 


206. Integração por partes 


Sabemos que para a derivada de um produto u(x) - v(x) vale a igualdade: 

(U(x) + v(x))" = uMx) + v(x) + vi(x) + u(x). 

Assim, segue que uma primitiva de (u(x) - v(x))' é igual à soma de uma primitiva 
de u'(x)v(x) com uma primitiva de v'(x) - u(x) (a menos de uma constante), ou seja: 


| uço -v(x))'dx = | v(x) - u'(x)dx + | u(x) - v'(x)dx 


Mas uma primitiva de (u(x) - v(x))' é u(x) - v(x); logo: 


u(x) - v(x) = | v(x) - u'(x)dx + | u(x) - v'(x)dx 


Isso significa que 


| uco - u'(x)dx = u(x) - v(x) — | u(x) - v'(x)dx 


e que uma primitiva de v(x) : u'(x) pode ser obtida através de uma primitiva de 
u(x) - v'(x), caso isso seja conveniente. 


207. Por exemplo, procuremos uma primitiva de x - ex. Fazendo v(x) = x e u'(x) = ex, 
temos: 


E - eXdx = | vos - u'(x)dx 
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u'(x) = e“> u(x) = et 


Como [ul =x 5 vw=l 


Ivog -«u'(x)dx = u(x) - v(x) — | u(x) - v'(x)dx 
segue que: 


eds mes seeds 


208. Um outro exemplo: procuremos IR - Cos x dx. 
Fazendo v(x) = x e u'(x) = cos x, segue que: 
Jk - Cos x dx = | vcs - u'(x)dx. 


u'(x) = cos x > u(x) = sen x 


Como | YO =x> v(M=1 


Pvc - u'(x)dx = u(x) * v(x) — | u(x) * v'(x)dx 


segue que: 


Pe ppa 


EXERCÍCIO 


323. Calcule: 


a) | sto senaçdi 

b) | (ax + 7)- cos x ax 
Cc) Poxa eo 

d) fiax+ 1) - cos 5x dx 
3 Já 


2x— 3) -et- dx 
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V. Uma aplicação geométrica: cálculo de volumes 


209. Consideremos o sólido de revolução gerado a partir da rotação do gráfico de f 
em torno do eixo dos x, sendo f(x) = O em [a, b] (ver figura). 


Vamos descrever um modo de calcular o seu volume V. 


Seja f constante e igual a c em [a, b], 


O sólido gerado seria um cilindro e teria volume V igual a mc2 : (b — a): 


V=mc2-(b-—a) 
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Não sendo f constante, vamos divididir [a, b] em pequenos subintervalos e em 
cada um deles, aproximando f(x) por uma função constante, vamos calcular o volume 
da fatia do sólido gerado como se fosse o de uma fatia cilíndrica. 


6x) 


í 
! 


Assim, o volume V será, aproximadamente, a soma dos volumes das fatias 
cilíndricas consideradas, ou seja: 


v= 5 [RP AX 


em que X E [x 4, x e AX=X-—X-q. 


Lembrando da definição de integral, resulta: 


= b Z » guns b 2 
V Il q - [f(x)]2 dx r), [Fo dx 
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210. No caso de um cone circular de raio da base r e altura h, podemos ter: 


fl) = x 
Logo: 
h/r 

v= a) (rx)a- 

r2 IN 
=: Jo XX = 

DE DE ade E nah 
= Ro a 


211. No caso de uma esfera de raio r, podemos ter: 
f(x) = "2 — x2 
Logo: 


V= ele. (Vr2 — x22dx = 


EXERCÍCIOS 


324. Determine o volume do tronco de cone gerado pela rotação do segmento de reta 
AB, em torno do eixo dos x, sendo A = (1,1) e B= (2,3). 


325. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação do gráfico de f(x) = x2,x E [1,3], 
em torno do eixo dos x. 


326.A curva y = = x € [1,4], ao ser girada em torno do eixo dos x determina um 


sólido de volume V. Calcule V. 
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Respostas 
dos exercícios 


Capítulo I 


1.a) 


os Fundamentos de Matemática Elementar 


I 


[=] 


10. 


11. 


12. 


13. 


ERA K 
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- gof = ((1,1),(2,3),(3, 5) 


gy =INe fl)=X+1 
g(xg=senx e f()=x+4 
gx) =tgx e fix) =x 
gx) =x2 e f(x) = tg x 
g(x) = 2* e f(x) = cos x 

f) g(x) = senx e f(x) = 3* 


fi) =x+3, gx) = 2* e h(x) = cos x 


.a) f Hx) = ((a',a), (b',b), (c', c)) 


b) g não é inversível 


1-x 
E ae 
c) h71 (x) ss. 
ait()=x+2 
it) =x 
i 
—1 => 
fpiW== 
x quando x <= 1 
fi(xy)= E — A quando1l<x<2 
x + 7 quando x > 2 


x +9x2 + 27x + 35 


(81011) (x) = E 


f-1 (x) = 10% 


f1(x)=2-aresenx 


oS7Z 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


Capítulo II 44. a) — b) —4 
m 0,01 
14. Demonstração 15.0 <ô= E 46. a) 1 b) 3 o) EE 
3 2 6 
16.0 <ô3 = 0,0005 417.0<83<0,01 47. a) + b) É e) = 
2 0,0001 
18.0<|x E|<seo<a= 3 48.2) > Di g=8 
20. Demonstração 22. Demonstração 50. a) + gi a 
24. Demonstração 25. Demonstração 3 3 
26. Demonstração D) 5 5 
5 n 
28.2) 2 e) 0 his 51. a) 3a d) E 
1 
b) 4 f) E ) 2 , ES RE mam 
o-2 q? | =2 : 
3 Eq J n 
Cc) — 
d) —12 na 
2 3 52.a) 1 b) 5 c) não existe 
pi dd Rir 55 53.9) 5 b) 5 o) 5 
7 
b) 4 9-3 h) 3 54.9) 1 b) -11 c) não existe 
Fá 8 
c) 6 Ui D —3 55.a) 1 b) —-3 c) não existe 
32.5 33. -3 56. a) 2 b) 2 0) 2 
57.a) 1 b) 1 c) 1 
35. a) -- b) = )1 d) — 
59.a) 1 b) —1 c) não existe 
1 1 7 
37.a) b) “s c)8 d) g 60.a) —1 b) 1 c) não existe 
38. a) 2a c) n ejn-am1 61.a) —3 b) 3 c) não existe 
bi aço pn M.am-n 62a)7 b) -7 c) não existe 
3a n n 
63.a) —1 b) 1 c) não existe 
40. a) ES c) E e)1 
o 4 64.a) —3 b) 3 c) não existe 
i (2 
b) 5 d) —1 a 65.a) 1 d) O g) 2 
b) O e)1 h) 1 
41. a) — c) + e) 3 c) não existe f) não existe i) não existe 
1 E 66.a = —10 
b) >A d) —8 
67.a=1 
242 1 
8.3) 3. b) 5) co)1 d)2 68.a--4 
osoS Fundamentos de Matemática Elementar | 8 


Capítulo III 
70. a) +% Cc) —o e) —» 
b) +ºo d) +50 f) —o 
72.a) —» e) +00 i) —oo 
b) + f) —oo jp + 
0) + 8) —% 
d) —o h) + 
73. Demonstração 74. Demonstração 
76. a) +% Cc) + e) —» 
b) + d) —o f) + 
77.a) +% 
b) —x se n for par e + se n for ímpar 
c) +tose c>0€e —-vsec<0 
d) —-vse c>0e+vsec<0 
78.a) +o b) +00 
2 9 
80. a) 5 e) O )) 8 
b) E f) O ) 72 
1 3 
Cc) + 8) = k) 2 
d) —oo h) 8 
82.a) 1 d) 2 g 1 
b) —1 e) + h) O 
c) 2 f) O 
3 1 
84. a) 2 d) a g) : 
b) + e) O h) E] 
1 
c) O f) E 
85. a) 2 b) 1 c) 2 
86. a) + b) O c) E 
87. Demonstração 88. Demonstração 
Capítulo IV 
3 a 2 
90. a) 2 (63) p e) 3 
a a 
b) 2 d) B f) E 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


g) 0 j 2 
aU o 
)-5 » 5 
92.a) —sen a k) o 
b) sec2 a ) O 
c) seca-tga m2 
2 3 
a Ui 
e) O o)a-—b 
941 p) O 
is, il 
85 q) 44 
h) cos a 9 — 
2 
T 
i) —sen a s) E) 
) o Vi 
93.a) O c) Es 
T 
1 
b) 1 E 
94.a) 9 c) e 
b) 2 d) e 3 
95. a) + d) + 
b) O e) + 
c) O f) O 
96. a) 21º c) e? 
b) 378 d) 101 
97.a) 81 d) 3 
b) 4 e) e 
c) 1 f) et2 
98.a) log)2 b) —2 co)2 d)3 
99. a) + Cc) + e) —» 
b) —o d) —o f) + 
100.a) 4 c) log 5 
bD)tn37 do 
101.3) —1 c) tn 4 
8 
b) O d) log 5 
osso 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


103.a) e? d) eº g) e? 
b) e e) eã h) E 
e 
c) e? f) eà 
1 1 
104.a) É c) Ea 
1 í. 
b) dj 
106.a) e” c) e 3 e) e! 
b) e de? 
107.a) e b) et c) e? 
108.a) 2 e) e2 
b)3-tn2 fel 
c) = g) 22- tn 2 
2-4tn3 
5-tn2 
109.a) 1 o) 2 
3 
b) log e d) 7n10 
110.e2 
Capítulo V 
112.a) descontínua c) contínua 


b) descontínua 


113.a) descontínua 
b) contínua 


114.a) contínua 
b) contínua 


115.a) descontínua 
b) descontínua 


116.a) a = —1 
1 

b) a = "3 

c) a = se 

4 


d) descontínua 


c) contínua 
d) descontínua 


c) descontínua 
d) descontínua 


c) descontínua 


a 
E 
3 


dl7a=+5+2km,kKEZ 


Sao 


Capítulo VI 

118.3 119.4 
120.3 121.1 
122.Não existe. 


124. a 125 


2 “RA 


126.Não existe. 


132. m/s 


134.53 m/s? 


138.y =e2?x — e? 


140.3) 32 m/s c) t = 
b) 108 m/s? d)t = 


Capítulo VII 


f(x) 

f(x) 

fg) = 6 

f(x) = 4x2 + 10x 
fO)=3x2+2x+1 
1809) 


=2nx"-142nxn-1 


144.9) f'(x) = 15x! +42 +9X2+8x+1 


b) f(x) = 9x8 + 7x8 + 12xº + 4x3 + 3x2 


c) f(x) = 5(2x 


3)(x? 4 


+ 2) 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


d) f'(x) = 104 - (2x + 3)% b) 1 4 1 
e) f(x) = (xº + 3x2) - ex c) (0, 0), E 5) [-1 5) 
9 f'0)=(1+x)-e*— senx 
g) f'(x) = 20% x (2 +xtna) 155.a) F'(x) = 4 - cos 4x 
h) f(x) =3-e&% b) F'(6) = — 7x: sen 7x + cos 7x 
) f(i)=5eH+1 xº 
) f(x) =—-5-cos?x- senx Ex er ab ços bx 
= do ads ã 
k) f'(x) = sen?x-cos2x(7 -cos2x— 3: sen2x) d) Ely (6x ed) = seno do) 
) f(g)=a-cosx-b-senx ENE O = aque 
f) FO) =1+ 12-sec24x 
145.f(0) = 4 g) Fix) =asrx.cosx- tna 
o o h) F'(x) = —3 - cossec? (3x — 1) 
146.y = —3840x + (38407 — 1024) d FO)=(X45) 2 +. na 
147.v=-a-et. (cost + sent) j) F'(x) = —sen x: sec? (cos x) 
a=2a-et.sent k) F'(x) = 6 - tg2 2x - sec? 2x 
149.a) f'(x) = —14 -x8 PRO Ga 
b) f'(x) = —15:x8 156.1" (5) -0 
o) fi) = -— ELO 2 
(12 + x + 12 157.f(-1)=3 e! 
2 
SD f)=———s -2.0 62 -2.0 62 
) F'6O) (x — 12 158.y = € e ak a 3e e 
5x2 + 6x+5 2 2 
Jf(g)=—- 5017 
(x< — 1) 159.Sim:a!, = cos x = à» 
; xX-4x-7 
Ria a, =cos[x+ 5] = as 
g f(x) = Ent ter tiros as =cos(x+m)= a 
E f 
h) f'() = — x(sen x + g09 4 + cos x a, = cos pe =) a 
150.a) f'(x) = —cossec? x 161.9) f'(x) = e + 1 
b) f'(x) = sec x - tgx nana no ç 
o) f(x) = —cotg x - cossec x ) FO) =x" Cn tnx+ 1) 
ad f(x)=2-tgx- sec? x o) fi) =a-tnx + LD 
e) f(x) = secx - (tg x — sec x) Par 
f) f(M)=2x-tgx+(X + 1)- sec2x d) f(x) = cos x: £n x E 
|. Sec?x-(senx-+cosx)—tgx:(cosx— senx : E 
so) EM e cs e) f(x) = COS X+X-Enx-senx 


a (SEN X + cos x? X- COS? X 
- (tgx — sec2 x) tds 2ax + b 


Va +bx+c 
f'(x) = cotg x 
151.y = [E ad 1a + 2) 8) f(x) 8 
e FRA Ss 1 
h) (6) = > 505 
x-tnx-tna 
dm 128 1 
152.f 4 = 3 = + 4 4 
Eu e4 162.a) f(x) OT 
2x 8 3 
1— by =º2..Sb55 
153.a) y E + 17 b) f'(x) 3 x 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


' -9 Tá ! = pes 
o fg =5 : | a) Fo) = + = 
a tty= 288.45 e) fit) = ———E - 
à 5 1-x2 0 2x 
fg == 19) = x 
a : : D fg) =arcigx+t a 
' = de ds Eva — 
) f(x) E po gtw= a x2 - are senx — 3x 
MPE a 3 Vx(1 — x2)º (arc sen x)2 
2Nax + b o 1 
dg h) f(x) = —==S>—— 
h) 0) = ax + 1 — x*- arc cos x 
3Vax2 + bx + c ) f0)= ER 
Fx) -——+ 2(1 + x2) Narc tg x 
4NYax + bx2 aid 2 DÊ sê 
j) f(x) =arcsenx + —==== — 3x e 
j rx =2 >) [bx + 2(a + cx + bl] v1— x! 
2N(ax2 + bx + c)(cx2+bx+a)3 k) fi) = -— 2d 
o 0d 4ab 2NxeX — x2 
=== CS o 
3ax + Dlax — DJ ) Fo)= arc sen x + arc cos x 
1 =». E 
E is PO RE 1—-xº-arcsenx-arc cos x 
3 164.y = — x— s 
miibj== ES 1 
SAE E TP 165.(3, 22) 167.5 
n) Fx) = 15x2 + 8x+3 170.9) f'(x) = (senx)?-[2x- (nsenx + x2- cotgx] 
PETS b) f'0) =x" 2/3 -Onx +41] 
o = 0) Po) =x" -et-[tnx + É] 
pitiç) =--E=8 E d) f'(x) = (e)E 3. [3x - sec? 3x + tg 3x] 
2(x — 1)? 171.8) f(x) = 4x + 10x 
sen Yx f"(x) = 12x2 + 10 
q) f(x) = 2X f(x) = 24x 
ro) =— sen x f(x) = 24 
DO ES fin(x) = 0, Vn = 5 
1 b) f(x) =(—-1P nx to vneN+ 
s) F'(x) Tee c) f(x) = ex, Vn E Nº 
1 da) fM(x) = (-1,e, Yn E NX 
DURO nm 
21+x-tna e) f(x) = cos [x + 2) vn E N* 
3 
163.a) f'(x) = SE 172.a) v(t) = —aw sen (wt + q) 
- Rê b) v(0) = —ao sen q 
b) f(x) = — => c) a(t) = —aw? cos (wt + q) 
V1 —xº d) (1) = —aw? cos (w + q) 
RÃ 1 
WE 173.A=6ek= 
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Capítulo VIII 
175.Sim. 

176.Não, não existe f'(2). 
177.Não, não existe f'(0). 


178.f(x) = x2, no intervalo [—1, 4], tem de- 
rivada nula para x = O e, no entanto, 
f(—1)=1 (4) = 16; g(x) = > 
intervalo [—2, 2], tem derivada nula para 

2)=f(2) = E e, no entanto, g 


,no 


x=0,f( 3 
não é contínua no intervalo. 
179.c = 3 
180.0 - 2E 7 
3 
181.c = 3 
3 
= 
183.c = 3 
8 
184.c = 27 
185.c = + 2 


186.c=1 +15 

188.f não é contínua em |. 

189.f não é contínua em |. 

190.f não é derivávelem x = 1 € ||. 


192.f:x< —-2 oux=7 


E E romex<HE o 2x, KEZ 
h: E romex<sDE + om, kEZ 


i-1<x<s0 ou x=z1 


194.ftx< —2 ou 0O<x<1 
g:x<0 
h: não existe x 
i: não existe x 


195.crescente parax < 1 ou x=5 
decrescente para 1 <x <5 


8 | 
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196.crescente para x = —1 
decrescente para x <= —1 


197.crescente parax <= —2 ou -1 <x<1 
oux=2 
decrescente para —-2 <x=< —1 ou 
i<x<2 


198.crescente parax <= —1 oux=1 
decrescente para -1<x<1ex+0 


199.crescente para = É12 <Xx< 32 
decrescente para —3 < x = — 312 ou 
Sy2 <x<3 


200. decrescente para todo x E R 


2041.crescente para x <= 2 
decrescente para x > 2 


202.crescente para x = O 
decrescente para x = O 
203.crescente para <x<1 


ab 
decrescente para x = RE: oux=1 


204. crescente para todo x E RÉ 


205.crescente em R, 
decrescente em R. 


206.crescente para O = x = e ou 
117 17m 


Seysc— ED ex=s 

12 X 12 ou 12 x<27 
5 117 
ST EXSES 

decrescente para 12 x 12 (0) 

177 E Re 237 

12 12 


207.crescente para 7 + 2kr =x < 27 + 2km 
decrescente para 2kr =x = q + 2km 


208. Demonstração 
210. ft) 


209. Demonstração 


Pads 


f, oe o 
45º» «135 


oas 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


212.Demonstração 213. Demonstração 


214.x = - é ponto de máximo 


215.x = 2 é ponto de mínimo 


216.fº =3 é ponto de mínimo e 
x = —3 é ponto de máximo 


217.x = 2 é ponto de inflexão 


x= é ponto de mínimo 


x = 6 é ponto de máximo e 
218. 
Fá 


219.x = S é ponto de máximo 


xXx = si (k E Z) é ponto de máximo e 
220. 3 
(2k + 1)m 


da 


(KkEZ) é ponto de mínimo 


x=3T + kr(KE Z) é ponto demáximoe 
221. 8 
x= — + km (k E Z) é ponto de mínimo 


222.x = e-1 é ponto de mínimo 
223.x = O é ponto de mínimo 


224.x = —1 é ponto de máximo e 
x = 1 é ponto de mínimo 


226.f(2) = —5 é valor mínimo 
227.1(N-2) = 2X2 + 8Y-2 é valor mínimo 
f(1) = — é valor máximo e 


f(—1) = - é valor mínimo 


229 Ra = O é valor mínimo e 
(—2) = 4e"? é valor máximo 


230. Não tem extremos. 
231.f(1) = O é valor mínimo 


232 fed 63) é ponto máximo e 
(3, 613) é ponto mínimo 


1 51. E 
233.(d 3) é ponto máximo 
234. (4-3, 


é ponto mínino 


37) 

a 
dos a 

235.(Ve, = é ponto máximo 


au 
qe bo 


238.x = 2 é ponto de mínimo absoluto 


x = 5 é ponto de máximo absoluto 


239.x = 6 é ponto de mínimo absoluto 
x=3 é ponto de máximo absoluto 


240.t = 25 
2a t=-S[SE+2nm-()es-0 
ki 2 
1 
bt=(Qnm—-es=a 
apre al 
243.x =y > 
244.5R 
AR 2R42 
246.n = er=37 


247.1= RV2eh = 4R 
248.4 em 


249.13,4 km de Be 6,6 km de C 


aL 4 
ARO ida m+4 
r 1 
251.— =—- 
ho 2 
252.4N3A 
27 
263.0 = 37 rad 


254.x = - é o ponto de mínimo 


255 k = —1 é ponto de mínimo e 
x=1 é ponto de máximo 
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256.)* = 0 é ponto de mínimo e 
x = —2é ponto de máximo 


257.x = O é ponto de mínimo 
258.x = O é ponto de mínimo 


259. Não é possível determinar os extremos 
usando o critério da derivada segunda. 


260.( é ponto de máximo 


1 
fi 4tn2 


261.x = 1 é ponto de máximo absoluto e 
x = —2 é ponto de mínimo absoluto 


Il 


262.x = —1 é ponto de máximo absoluto e 
x=2 é ponto de mínimo absoluto 


263.x = —6 é ponto de mínimo absoluto e 
x=1ex= 5 são pontos de máximo 
absoluto 
265.(1, 2) 
AR 2N2R 
267.h = 3 er= 3 


268.n =4Rer =RY2 
3 3 
269.55, Yev, E 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


conc. posit. parax < 1 ou x> — 


conc. negat. para 1 < x < so 


277. 3 
pontos de inflexão: (1, 1) e E 57) 


278.5 + 2km <x< SE + 2km,KEZ 


279.x<5 e x*0 


5 19 5 19 
280. ( (8:35) é fo. 


281. f(x) 


270.18 cm e 24 cm 271. 7 dias 282. 
c—b 
272. 2d 
conc. posit. para x > O 
273.+ conc. negat. para x < O 
ponto de inflexão: (O, O) 
conc. posit. paax> 1 ou —-1 <x<O 
274.+ conc. negat. parax< —1ou0O<x<1 
ponto de inflexão: (O, 0) 
conc. posit. para x < 2 
275.1 conc. negat. para x > 2 283. 
ponto de inflexão: (2, 0) 
conc. posit. para -V6 <x<00ux> 6 
conc. negat. parax< —V60u0 <x<v6 
276.4 pontos de inflexão: (0, 0), (Ns, vo, 
e) 
"50 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


284. fo) 
x 
285. fog 
x 
286.00) = 3,a,4=0,a,)=-6eas=2 
4 
287. ao a as 0, as ER aq E E 


288.f(x) = 2xº — 6x 
a) Seu domínio é R. 
) 


b) A função é ímpar, porque: 
f(—x) = 2(—x) — 6(-x) = 
= —2xº + 6x (2x3 — 6x) = —f(x). 
c) Não há pontos de descontinuidade 
emR. 


d) Fazendo x = O, temos f(0) = O. 
Fazendo f(x) = O, temos 
2x — 6x = O, isto é,x = O ou 
x = +13. 
As interseções com os eixos são os 
pontos (0, 0): (3, 0) e (3, 0). 


e) lim fo) = lim xº=+o 
x— +00 x— +00 
lim fly) = lim x = —o 
x— —oe x— —oe 
9 f(x)=6x2— 6=6(x+ 1)x-— 1) 


então:x<-—-1 oux=1 5 
> f(x) = 0 > fcrescente 
-i<x<si> f(gy<0> 
> f decrescente 
gt) =0 > x=-1oux=1 
f'(—-1) = —-12<0 


f(x) = 12x + (Ely 20 


as 


então f tem um máximo em x = —1 
e um mínimo em x = 1. 
h) f''(x) = 12x e, então: 

x<0 > f"(xy)<0 => concavidade 
negativa 

x>0 > f(x) > 0 > concavidade 
positiva 

Como o sinal da concavidade muda 
emx = 0,0 gráfico tem um ponto de 


inflexão em x = O. 
f(x) 


289.a) O domínio é R. 

b) A função não é par nem ímpar por- 
que: 
f(—x) 4x2 
e —f(x). 

c) A função é contínua em R. 

d) f(0) = —1 > (0, —1) E gráfico 
f()=054$-xº—-24x-1=0> 
> três raízes reais irracionais, sendo 


x2+24x— 1 & f(x) 


uma positiva 
e) lim f)= lim 4 = +0 
x>— + x> + 
lim f(x) = lim 4X = —o 
X=+ 00 Xx— —o0 
f) f(x) = 12x2 — 2x — 24 = 
= af + Sa = 5) 
RR quis oux=z5 5 [f()=20 > 
3 2 


> f é crescente 
Sessão fg) <0 => 
> f é decrescente 


g) f(x) = 24x — 2 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


4 (4 dl A h) YxE R, f(x) > 0 > concavidade posi- 
Na (5) Oef S)<o=» tiva. 
4. uai flo) 
> “3 é ponto de máximo 
-3 (3) "(3 
x=5> r(B)-0er (5)>0 > 


3 a Si 
> 2 é ponto de mínimo 


1 
<— "(x) < 
x 17 > FU) 0> 


= concavidade negativa 
1h 
x>492 5 f"()>0 => 
= concavidade positiva 
Como sinal da concavidade muda em 


1 
Xx=42> este é um ponto de inflexão. 


109) 


290.a) O domínio é R. 
b) A função não é par nem ímpar porque 
fl-x)=3x]—- 493 +6xX —-4x1f(x) e 
—f(x). 
c) A função é contínua em R. 


d) f(0) = —4> (0, —4) E gráfico 
f()=053X+4$8+6%2-4=05 
= duas raízes reais e duas raízes ima- 
ginárias. 

e) lim fo)= lim 3x=+0 
x> + x>— + 

lim fxg)= lim 3X =+0 
Xx— —co Xx— —oo 

9) f(x) = 12X + 12x2 + 12x = 

=12(x- 0X +x+1) 


x<0 > f(xgy<0 > fé decrescente 
xz0 5 f(xy=0 > fé crescente 
f(x) = 36x2 + 24x + 12 

x=0>5 f(0)-=0 e f(0)>0> 

= O é ponto de mínimo 
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a) 
b) 


eo) 


291.1(x) = (x — 1)4x + 232 


Seu domínio é R. 

A função não é par nem ímpar, pois: 
f(=x) = (—x — 1)4—x + 28 = 

= [= (x + Pie D)P= 

=-—(x+ 1)2(x— 2) 

A função polinomial é contínua em R. 
Fazendo x = O, temos: 
(O)=(-1)(23=8. 

Fazendo f(x) = O,temos (x — 1)2(x + 2)3 = 
=0O,istoé,x=1oux=-2. 

As interseções com os eixos são os 
pontos (0, 8); (1,0) e (2,0). 


lim f6)= lim x =+0 
x— +00 x + 
lim f6)= lim x) =—o 
Xx— —oo x —o0 
f(x) = (x — 1x + 2)A5x + 1), então 
x<- oux=z1 5 f(0=20 > 
> fé crescente 
-E<x<i=fw=<o > 
=> fé decrescente 
f(xg)=0>x=1oux=-20ux= — 
f(x) = (x + 2)20xº + 8x — 10) > 
f'(1)=54>0 
f'(-2)=0 
“ln(-L)- 48 o 
5/0 25 


então ftem um mínimo em x = 1 e um 


au 1 
máximo em x = —. 


o47 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


h) f(x) = (x + 2)20x2 + 8x — 10), en- 


tão: 

X+2 + x 

+ 
20x2 + 8x — 10 x 

=2 — 3N6|]-2 + 3N6 

10 10 

+ 
p e 

69 -2 -2- 36 -2 +36 

10 10 


parax< —2 ou 

—2 — 36 —2 + 3/6 

ET SR <xXx< OE > 

> f"(xy)< 0 = concavidade negativa 

—2 — 3N6 

para -2<x<9 OU 

de ds 3/6 
10 

= concavidade positiva 

Como o sinal da concavidade muda 


> ["(M0)>0 > 


emx= —2 X= =2= 6 e 
E o 10 
=D dp 
Xx= FE o gráfico tem 3 pontos 
de inflexão. 
f(x) 


2 
292.f(x) = 3x? — 2x 


a) O domínio é R. 
2 2 


b) (=) = 3(=)º — 2(-x) = 3x + 2x 
A função não é par nem ímpar. 
c) Não há pontos de descontinuidade. 


d)x=0 > f(0)-=0 


f(x) = O > x=00ux= 


Então, os pontos de interseção com 


os eixos são: (0, 0) e (E 0) 


e) lim f(x) = lim (—2x) = —o 
lim f(x) = lim (—2x) = +00 
2 
f) f(x) = Ee 2 
É a 
f(x) =0 & Te 2=05 


Variação de sinal de 


o 22X, 
fo=5 
2-2Ãx ! x 
+ E cs 
[a 
f(x) x 


Então: para0O <x<1, f(x) =0 > 
> fcrescentee parax<0o0ux=1, 


f(x) = 0 = fdecrescente 
2 


g) f(x) = = > f()=-É<0, 


tem máximo em x = 1 
2. 
h) f(x) = s x > 
x<0O,f'(xg) <0> 
= concavidade negativa 
x>0,f'(xg) <0> 
= concavidade negativa 


Como o sinal da concavidade não 
muda em x = O, então x = O não é 
ponto de inflexão. 


TO) 
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293.a) O domínio é R. 
b) A função não é par nem ímpar porque: 
1 Es 
fl=x) = —x* + 2x) = f(x) e —f(x). 
c) A função é contínua em R. 
d) f(O) = 0 = (0,0) E gráfico 
ph 4 
f)=0>x)+2X]=0 > 


> Au =Nx > =x 


1 
> x=0o0ux E) > 
> (0,0) e (+ 0) estão no gráfico 
a 
e) lim fo) = lim 2x) = + 
x + x— +00 
a 
lim fx) = lim 2x) = + 
Xx— —o0 x — 
3 
1 six 1+& 
fftgy= 53 + 


3x2 


X< s > f(xgy<0 > fdecrescente 


3Nx2 3 


x=> SG > f(x) =0 => fcrescente 
9 ty = 20 + Bo -D2+8 
ho x 


Variação de sinal de f''(x): 


—2 + 8x 


9h, 


f"69) 


x<0 ou x>5 > f'()>0 => 


=> concavidade positiva 


O<x<+ > f'W)<0> 
= concavidade negativa 
pontos de inflexão: x = Oe x = =. 
ER O o q 
h) x = E = tí a) 0e 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


r(-3) >0 5 - é ponto de 


294.a) O domínio é R. 
b) A função não é par nem ímpar porque: 
fl>)=1—(x4 ne f(x) e —f(x). 
c) A função é contínua em R. 
3 3 
a) flo)=1-V2 (0,1 V2) E gráfico 
3 
f(x) = 05 Nx =-15x—2= 
=-15x=15(1,0) € gráfico 
EE 


e) lim fo)= lim (x— 2)º = + 
x— +00 x— +00 
E 
lim fo)= lim (x—2)º =—o 
Xx— —o0 Xx— —o0 
f) = E 


f(x) = === 

3 (x — 2)2 
Vxe R,f'(x) >0> fé crescente em R 

2 
9 t(y= = 
9 (x — 2 

x<2 > f"(xy)>0 > concavidade 
positiva 
x>2 5 f"(xy)<0 > concavidade 
negativa 
x = 2 é ponto de inflexão 


Odo 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


295.f(x) =xV1 — x 
a) Domínio:1 —- x=0 5 x<1. 
b) f(—-x) = —xV1 + x; a função não é 
par nem ímpar 
c) Não há pontos de descontinuidade 
em x<1. 
d)x=0 > f(0)=0 
x=0 
fg) =0>5xV1—x E 
x=1 
As interseções com os eixos são os 
pontos (0,0) e (1, 0). 


e) lim f(x) = lim x= —o 
Xx— —o00 Xx— —o0 
Como x <1,não há lim. 
E» x— +00 
9 Fm) = 2-— 3x 


2N1 — x 


Então, x = - 5 f(0)=0 > 
> fcrescente 


x= s 5 f(xy)<0 > fdecrescente 


E 2 
> ftem máximo em x = E 


h) f"(x) = 05 x= o > 1,o que signi 


3 
fica que não há ponto de inflexão no 
domínio de f. 
(x) 


so 


296.a) O domínio é R — (3). 

b) A função não é par nem ímpar porque: 
—x+1 
== 
c) A função não é contínua em x = 3. 

1 


d) x= 0 = 10) = = 


f(—x) = * f(x) e —f(x). 


> o, -3) E gráfico 


x +. 1 
fx) = 0 > = 


> x=-15(-1,0€ 


(0) 


U 


ráfico 


H 
dE 
ga 


e) lim f(x) = lim 
x— +00 x — —+o0 q = 


Il 
[e 


lim f(x) = lim 


x— —o0 Ee mnêi if os 


x|wl=|" =|wl=|- 


Vx* 3, f(x) < 0 > fé decrescente 
no domínio 

BtW= or 
x<3 5 f(x) <0 => concavidade 
negativa 
x>3 5 f"(x) > 0 > concavidade 
positiva 
x = 3 não é ponto de inflexão, pois 
não está no domínio de f. 


lim f(x) = + 


h) lim f(x) = —v e 
x—3+ 


X=+87 


=D 00022 Mion nn 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


o 9) 
297.f(x) — X+r9 
a) Domínio é R. 
ap mé E 
Mt gro pro  W- 
> fé ímpar 


c) Não há pontos de descontinuidade. 
dx=0 > f(0)=0 
f(x) =0 > x=0 
Então (0, 0) é o único ponto de inter- Capítulo IX 
seção com os eixos. 


” 299.314,9 
e) lim f)= lim 555 
x— +a x—+o X +09 301.a) 88 b) 88 
9x og 
= lim 7 gy= lim ==0 302.63 
x— + 2 9 x — +00 X 
x (a + S) x4 
304.9) Fx) = >— — x2 + 7x 
9 4 
lim fo)= lim 5 =0 
x— — x——o X b) F(x) = —cos x + 3 sen x 
vn M-—x2 + 9) x 
ME o) FM)=— + 
f()=0>5 —x2+9=0 5 x8 x4 
> x=-30Ux=+3 DF) =— Sa +58 
x<-30ux=3 5 f(gy)<0 => 
xº x 
> fdecrescente e) Fo)=+> 
-s<x<3 5 f(yz05 28 1 
4 3 
=> focrescente 305.3) E Aos E 
rw) = 9(2xº — 54x) 
g) W=ror b) tgx+c 
no S(S3P — 54(-3)] SA 
f'(-3)= CESIE >05 X 
> —3 é ponto de mínimo d) = + 
2x 
912(3)2 — 54(3)] 
f'(3)-—————TT=-< 05 2 
E (9 + 9) Ee di 
= 3 é ponto de máximo 2 : A 
mf'(g)=0 5 2% -54xX=0 > 306.3) 25 +c ad) 2x + € 
> x=00ux= +3)3 3 4 as 
x<-3/3 ou 0<x<3/3 > b)qx+e SW + 
> f(x) <0 = concavidade negativa 3 > 
-3/3<x<0 oux>3/3 > Ea Eds 
> f(x) > 0 > concavidade positiva 4 2 1 
E á 308.2) — oO)1-— e) — 
Como o sinal da concavidade muda em 2 2 2 
Xx= 3/3, x=0ex= 343, estes pis a) 12 
são três pontos de inflexão. 3 2 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


309.a) 14 c) O e) a 
2 1 q 
ER 9-5 
20 q 20 
310.a) 3 c) 2 +1 e) 3 
5 
b) 2 = 
32 31 T 
312.a) 3 c) 2 + 4 e) E 
28 
b) 30 cia 


FÊ f(x) dx = k: f(x) dx + E f(x) dx = 
=A-A=0 


b) 


1 mê 
317.a) = c) 36 e) 2 + E 
8 1. 
b) e d) E 
oDo 


321. 


322. 


3283. 


n ar 

a)— = 5x +2 c) EE: 

dF 
b) E 

(3x + 7)18 

+ 

a) T6 c 
b) ex + c 


c) sen 5x + c 


c) — (5x — 1) + € 


d) 2 x — 1) 


3 Te 


senê x 
b) SEA + 
) 6 c 


ji= —— E 


sen (3x + 1) 


d) + € 


a) —x- cosx + senx + c 


b) (3x + 7) senx + 3cosx + c 


c) e*(2x — 3)+ € 


4 25 

pe Rá 1-3 
e) 3 x + 5) e + € 
137 325. die 


b(—3x + 1) - sen Dx — 3 cos Dx Lê 
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Questões de 
vestibulares 


Limites — Derivadas — Noções de integral 
Limites 


o BÊ-B+x+1 
1. (UF-PI) Determine Rui ET EE 


3 4 
a) 1 b) o c) e d) 4 e) 3 
a ue om O ua 
SVO o a a a PENA: 
4 2 1 3 5 
dis a “a a ne 


3X —-2x2-x+4 ER o ; 
3. (Cefet-PR) Se f(x) = CM LAI? então Rus f(x) é igual a: 


a) 12 b) O c) 1 d) inexistente e) 2 


x+3sex*1 : 
2 
> Ra Qual o valor de a, f(x)? 


a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) 5 


E EP Orabrdoiimite fin, ES 
« (UF-PI) O valor emite din, Ed 
1 1 1 
aj b) 15 c) O di e) 


4. (UF-PA) Seja f definida por f(x) = [ 


o] 


oD4a Fundamentos de Matemática Elementar | 8 


QUESTÕES DE VESTIBULARES 


6. (UF-PI) O valor do limite lim pa — 1] é: 
x>1 lx— 1 
4 4 4 4 
a) “a b) “> c) O d) 4 e) > 
7. (UFAM) O lim 2232 2X siguala: 
x>0 x 
1 1 
a) 5 b) O o) 7 d) 2 e) 4 
8. (FCMSC-SP) Calculando o lim SENZX Cos 1 am so: 
Eca cos x — sen x 
a) V2 b) —V2 c) aa d) o e) nda. 
9. (E. Naval-RJ) Calculando-se lim (cotg x)Sº"X, obtém-se: 
a) co bo o) e d) —1 e)1 
10. (UC-MG) O valor do lim (et — x) é: 
x—> 00 
a) —o b) + c) O dá e)-1 
8 X 
11. (UFAM) O lim (a gi É) é igual a: 
Xx— —oo 
a) e b) 8e c) = d) e8 ejet 
12. (UC-MG) Se f(x) = tn x — tn (sen 5x), então lim f(x) é: 
— 0+ 
a) -tn5 b) tn 5 go “ d) 1 e) » 
13. (E. NavalRJ) O valor de lim [(Inx)-In(x— 1)] é: 
x" 
a) +00 b) e c) 1 d) O e) —1 


14. (Efomm-RJ) Seja f uma função de domínio D(f) = R — (a). Sabe-se que o limite de f(x), 


quando x tende a a é L, e escreve-se lim f(x) = L, se para todo € > O existir 5 > O, tal 
x—a 


que, se0O<|x-—a|< então |f(x) — L|<. 
Nessas condições, analise as afirmativas a seguir. 
2 — 
| X-M+2 ax ,logo lim fi) =0 
|. Seja f(x) = x— 1 x>1 
3 ,sex=1 
xX2—-4, sex<1 
Il. Na função f(x) = 4 —1, sex = 1,tem-se lim f(x) = —3 
—1 
3-x, sex>1 é 
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QUESTÕES DE VESTIBULARES 


15. 


16. 


17. 


18. 


III. Sejam f e g funções quaisquer, pode-se afirmar que lim (f- gl" (x) = (LMP,n EN, 
se lim fx)=Le lim gW)=M RAS 
x=>a Xx— a 
Assinale a opção correta: 
a) Apenas a afirmativa | é verdadeira. 
b) Apenas as afirmativas Il e Ill são verdadeiras. 
c 
d 
e) As afirmativas |, Il e Ill são verdadeiras. 


Apenas as afirmativas | e Il são verdadeiras. 
Apenas a afirmativa Ill é verdadeira. 


) 
) 
) 
) 


(UF-PI) Analise as afirmativas abaixo: 


2 
dif pe TARTE Ê + x) oh fit jim (ZA 4 
a-sha-—1 2 x—0 k — x E mm 
e > 


Assinale a alternativa correta: 

a) Apenas a afirmativa III é falsa. 

b) Apenas a afirmativa Il é verdadeira. 
c) As afirmativas | e Ill são verdadeiras. 
d 


e 


) 
) 
) As afirmativas Il e Ill são falsas. 

) As afirmativas | e Ill são verdadeiras. 


(UF-PI) Considere a sequência (x,) cujo termo geral é dado pela fórmula x, = n(N3 = 1). 
Assinale V para as verdadeiras ou F para as falsas. 


Ml =. 
1. lim x, = lim (2 +) 3. lim nN3-1)=n3 
n> + m— 0 m n=— + 
2. lim x =e7? 4. lim x, =+9 
n> + n— + 


(UF-PI) Seja f Z > R, a função tal que f(x + y) = f(x) - f(y) para todo x, y E Z. Se f é 
positiva e f(1) = 2, analise as afirmativas abaixo e assinale V para as verdadeiras ou F 
para as falsas. 


1.H0)=41 3. f(10) = 1024 
2.1(-1)=2 4. lim f-n=0 
n> + 


(UF-PI) Para todo número real x, indiquemos por [x] o maior inteiro menor ou igual a x. 


' E . E aa ê b ix). 
Se a e b são números reais positivos, sobre o valor do limite lim — a! é correto 


x— 0* 
afirmar: 
a E , .a 
a) não existe. Cc) é zero. e) é p' 
b) é infinito. d) é 2 
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QUESTÕES DE VESTIBULARES 


3 3 
19. (FGV-SP) Seja f: R* — (2) > R definida por f(x) = Nx N2 Então, sobre lim f(x) é 
Vx = V2 =! 
correto afirmar que: 
3 
314 
a) é igual a 1. c) é iguala —1. e) é iguala ——. 
Jéig )Jéig Jéig no 
b) não existe. d) é igual a 22 
34 


20. (UF-PA) Dado o gráfico da função y = f(x): 


Podemos afirmar que: 


a) lim f(x) = b c) lim f(x) = O e) lim f(x) = b 
b) lim f(x) = c d) lim. f(x) = c 


21. (U.F. Juiz de Fora-MG) Sobre a função f: R > R representada pelo esboço de gráfico 
abaixo: 


Podemos afirmar que: 


a) não existe lim f(x). 
Xx— a 


b) existe lim f(x), mas f não é contínua no ponto de abscissa a. 
e = 


c) não existe o limite lateral de f(x) quando x tende a a pela esquerda. 
d) os limites laterais de f(x) quando x tende a a existem e são iguais a f(a). 
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QUESTÕES DE VESTIBULARES 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


(UF-PR) Observando o gráfico da função f(x), po- 
demos afirmar que: 


a) a função f(x) é derivável em x = b. 
b) lim f(x) =m. 
x— bt 
c) lim f(x) = n. 
x>b 
d) a função f(x) não é derivável no intervalo (b, c). 


e) nenhuma das alternativas anteriores é verda- 
deira. 


x, seil<x<=2 


(FGV-SP) Considere uma função f(x), cujos valores são dados por f(x) = | 


—x, sex >2 
Podemos afirmar que: 
a) lim f(x) = —2 d) f(x) não é contínua em x = 2. 
x>2 
b) lim f(x) = 2 e) f(2) = —2 
x>2 
c) f(x) não é definida para x = 2. 
(FGV-SP) Sendo a função fg) = 2LL3 oresultado do lim XLS 6. 
x= 4 x So X=— 1 
a) b) O c) 1 d) 3 e)5 
(FGV-SP) O lim f(x) é igual a 2 quando: 
x>1 
2 2 
x2-1 el o Nx-N1 
JD Ri Rad a Jii= a 
x —-1 Inx— In 1 
Ad di na 


(FGV-SP) Se f(x) > O para todo x real e diferente de 2 e f(2) = —1, então: 


a) lim f(x) não existe. d) se existir, lim f(x) é negativo. 
x>2 x>2 
b) lim fo) =—1. e) lim f(x) = 0. 
x>—2 x>2 
c) se existir, lim f(x) é positivo. 
Xx=+2 
Xi2 
(UFPI) Se lim (sen s)- 1, então o valor de lim Es biz ) é: 
x—0 x—0 x 
a) 2 b) V2 c) 1 d) E: e) N2 
2 2 
(Fuvest-SP) O valor de lim (seta E cs) é: 
x—2 x —4 sen (x2 — 4) 
1 1 ih 
a) E b) 7 )5 d) 1 e) 0 
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29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


QUESTÕES DE VESTIBULARES 


(Fuvest-SP) O valor lim (Nx + 4vx — Nx) é: 
x— +00 
a) O b) 1 c) 2 d) 3 e) + 
; 1 E 
(Fuvest-SP) Seja f(x) = (x + 2) sen E Então: 
a) lim f(x) não existe c) lim f(x) = 1 e) lim f(x) = +00 
x— 0 x>—0 x— 0 
b) lim f(x) = O d) lim f(x) = 2 
x— O x— 0 
; 1 1). 
(Fuvest-SP) O valor de lim |-—— — é: 
x>illnx x—1 
1 1 
a) O b) 1 c) = d) 3 e) +oo 
2 
(Fuvest-SP) O valor lim E TO asi 5 as Je: 
x— +00 x x* + 4 
a) O b) > c) 1 d) 2 e) + 
X 
(FuvestSP) O valor de lim KILL E, 
x— + x 
A 1 2 
a) E b) E c) 1 d) e e)e 
(Fuvest-SP) O valor de lim ade sen [—) é: 
x—0+ INX Vx/ O 
a) —o b) —1 c) O d) 1 e) +oo 
2 — 
(Fuvest-SP) Considere a função f(x) = [ ua E em que c ER. O conjunto de 
X, sex>c 
todos os valores de c, para os quais f é contínua, é: 
a) (0, 2) c) ]-, 0] U [2, +ol e) R 
b) [0, 2] d) |-=,o[U Jo, 2[U ]2, += 
1 
(Fuvest-SP) O valor de lim (eX — 3x)* é: 
x— 0 
1 1 
2 = E 
a) e b) e co) 1 ds e) Pç 


(Fuvest-SP) Seja f uma função derivável cujo gráfico contém o ponto (1, 1). Sabendo que 
xf(x) — 1 


lim = 1 a equação da reta tangente ao gráfico de fem (1,1) é: 
x>1 

a)y=1 O) y=-—x+2 eJy=-2x+3 
b)y =x d)y=2x—1 
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QUESTÕES DE VESTIBULARES 


ti x+2 
38. (Efomm-RJ) Analise a função a seguir: f(x) =| X— 2" ; 
3p —5D5,x=2 
Para que a função acima seja contínua no ponto x = 2, qual deverá ser o valor de p? 
a) = b) 1 c) 3 d) —1 e) —3 
Derivadas 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44, 


45. 


46. 


(FGV-RJ) Seja a função f(x) = 
condições, o valor de f'(D) é: 


a) 24 b) 20 c) 23 d) 21 e) 22 


3x2 — 7x + 9e seja f'(x) a função derivada de f(x). Nessas 


(UF-PA) A função F(x) = xX2 — x + 35 é a derivada da função f(x). Qual das expressões 
abaixo corresponde à função f(x)? 


x x? 
a)2x— 1 c)x)—-x2+ 35x +4 57 3+13x+1 
x x? 
b) xº — x2+ 35 da +81 


(U.E. Londrina-PR) A derivada da função f, de R em RR, definida por f(x) = —2xº + 4xº + 


+ 3x — 6, no ponto de abscissa x, = —1, é igual a: 

a) 25 b) 19 c) 9 d) 5 e)3 
. er Xe 

(UC-MG) Um dos valores que anula a derivada primeira de f(x) = = é: 

a) —2 b) —1 c) 1 d) 2 e)3 


(FGV-SP) Considere a função f(x) = V 4x + 1. Sendo f'(x) a sua derivada, o valor de f'(2) é: 


a) 3 b 5 c) -É d) -= e)2 


3 
(UF-AM) Se f(x) = E então a derivada primeira de f, no ponto x = a, é igual a: 


a) a? b) 2 c) —2 d) —2a e) —2a2 
(FGV-SP) Considere a função f(x) = - E 1 e seja f'(x) a sua derivada. Então, o valor de 
f'(2) é: 

1 2 4 4 
a) O b) 9 c) 9 d) 3 e) 9 


(FGV-SP) Dada a função f(x) = x - e*, seja f'(x) a sua derivada. Assim, o valor de f'(O) é: 
a) —2 b) —1 c) O d) 1 e) 2 
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47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


QUESTÕES DE VESTIBULARES 


2 
(UFPR) Se f(x) = —— então f'(1) é 
a) 2e7? b) —2e"2 c) e d) 2 e) 2eº 
(E. Naval-RJ) Considere a função real f, de variável real, definida por f(x) = x + Inx,x > 0. 
Se g é a função inversa de f, então g"(1) vale: 
a) 1 b) 0,5 c) 0,125 d) 0,25 e) O 
(U.F. Uberlândia-MG) A derivada da função y = tn | L=S08xX 4. 
1 + cos x 
a) sen x b) cos x c) tg x d) cossec x e) sec x 
(Fuvest-SP) Seja f(x) = (4x + NTE x + 2e*. Então, o valor de f'(0) é 
3 3 3 3 3 
a) 342 b) 42 c) 5V2 d) 642 e) 7N2 
genti E o ME a 
(UF-PR) A derivada de primeira ordem da função f(x) = arctg x — ER é: 
Nx 1 Nx di; 
a) —— b c d) ——— e E 
| + TP EEE RA | + IR DX (x + 1? 
(Fuvest-SP) Seja f(x) = arctg (x — 1) + xº + 1 e seja g a função inversa de f. Então, g'(2) 
vale: 
1 1 
a) 4 b) 2 c) 1 d) 5 e) Tl 
o SP) Qual a equação da reta tangente ao gráfico da função y = ] no ponto 
a) 3x + 2y = 4 c) 3x — 2y = 2 e)2x+ 3y =5 
b)x— 2y = d)x+2y=2 
(Fuvest-SP) Seja f(x) = x) — 3x + k, em que k E R. A soma dos valores de k, para os 
quais a reta y = 5 é tangente ao gráfico de f, é: 
a) 12 b) 10 c) 8 d) 6 e)4 
(UF-PA) A equação da reta tangente a curva y = 2x2 — 1, no ponto de abscissa 1, é: 
a)y=4x—3 O)y=2xX+3 eJy=3%+2 
bD)y=4x—1 dy=-2x+1 
(FGV-RJ) O gráfico da função f(x) = 2x) — 9x2 + 12x + 1 admite reta tangente que forma 
ângulo obtuso com o eixo das abscissas nos pontos: 
a)x<10ux>2 c)x<-—-20ux>-—1 eJi<x<2 
b)-2<x<-—1 d)x=1oux=2 
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57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 


63. 


64. 


(FGV-SP) O coeficiente angular de uma reta tangente a uma curva f(x), cuja integral inde- 
finida é F(x) = xº] + 5x2 + 4x + C, pelo ponto x, = 2, é: 
a) —2 b) —1 c) O d) 1 e) 2 


(Fuvest-SP) Seja g uma função derivável cujo gráfico tem y = 2x + 3 como reta normal 


g(x)(2 + arcsen x) 


no ponto (0, 3) e seja f(x) = . Então, o valor de f'(O) é: 


x2+2 

ah 1 

a) Z b) 2 c) 1 d) 2 e)4 
2 

(Fuvest-SP) A reta tangente ao gráfico de f(x) = E que passa pelo ponto (1, 1) tan- 
gencia o gráfico de f no ponto de abscissa: 

il 1 1 i 
a) 2 b) 3 c) O d) "3 e) “2 


(Fuvest-SP) Seja f(x) = — Então, o coeficiente angular máximo das retas tangentes 

ao gráfico de f é: 
1 1 

a) Fi b) 8 c) O d) —=> e) -— 

(FGV-RJ) A equação da reta tangente ao gráfico da função f(x) = —x2 + 2x — 3, no ponto 

de abscissa x = 3, é: 

aay=-x—83 c)y=-3x+3 eJy=-Dx+9 


D) y = —2x d)y= —4x+ 6 


(Fuvest-SP) Seja f uma função derivável. Sabe-se que a reta tangente ao gráfico de f no 
f(x?) — 2 

ponto (1, 2) tem equação y = 3x — 1. Então, lim HU A é igual a: 

x>1 


a) 9 b) 6 c) 3 a 5 e) O 


(E. Naval-RJ) Em que ponto da curva y2 = 2x2 a reta tangente é perpendicular à reta de 
equação 4x — 3y + 2 = 0? 


(E) ata a(5-3 
EB aa 


(E. Naval-RJ) Considere y = f(x) uma função real, de variável real, derivável até 2º ordem 
etal que f"(x) + f(x) = 0, VX ER. Se g(x) = f'(x) sen x — f(x) cos x + cos2 x, então: 
sen 2x cos 2x 


agy=5 t€ c) = 6 e) g(x) = senx + cos2x + € 
b) gx) =C d) g(x) = 2f(x) — ces + C 
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65. (Fuvest-SP) Seja f(x) = V1 — X2 arcsen x. Então, para todo x E ]-1, 4[, f(x) + —— é 
igual a: 
a)V1 — x? b) arcsen x C) x d) O e)1 


3 
66. (E. Naval-RJ) Seja f a função real, de variável real, definida por f(x) = Vxº — x2. Podemos 
afirmar que: 


a) fé derivável Vx E R*. 

b) fé crescente Vx E R,. 

c) fé positiva VX ER, e (1,f(1)) é ponto de inflexão. 

d) a reta 3y — 3x + 1 = O é uma assíntota do gráfico de fe (O, f(0)) é ponto de máximo 
local. 


e) fé derivável Vx ER“ —(1)e 3y — 3x — 1 = O é uma assíntota do gráfico de f. 


(FGV-SP) Com relação ao gráfico da função f(x) mostrado abaixo, responda às questões 67 
e 68. 


67. (FGV-SP) A afirmação verdadeira é: 


a) fi fel c) fla) -f(0) = 0 o) fel fo) fito 
b) f(b) < a ad c-fHb)<b-f(c) 
68. (FGV-SP) A afirmação verdadeira é: 
a) f(a) < f'(b) c) F(c) < 0 d) = - = >0 
b) f'(d) - f'(i) < O d) f"(i) > fi(O) 


69. (FGV-RJ) Observe o gráfico da função f(x) abaixo e determine a afirmação correta. 
a) f(x) é derivável em x,. 


) 
co) f(x)>0 
d) f(x) < T(xg) 
e) f(x) > f"(x,) 
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70. (Fuvest-SP) Considere as funções f e g cujos gráficos são uniões de segmentos de reta, 
conforme as figuras abaixo: 


SE Re 


Sejam p(x) = f(g(x)) e q(x) = f(x) - g(x). Então, p'(1) + a'(0) é igual a: 
a) =11 o) -1 e) 11 
b) -6 d) 4 


2, 
— = = sen 5x cos 3x é dita uma equação diferencial ordinária 
dy 


de 2º ordem. Quando x = O, Ea vale — e y vale 2. O volume do cilindro circular reto, 


cujo raio da base mede 2oN2me cuja altura, em metros, é o valor de y quando x = 47, 
vale, em metros, cúbicos: 


a) 4m(2m + 1) c) 4m(4m + 2) e) 16m(27 + 1) 
b) 8m(4x + 1) d) 16m(m + 1 


71. (E. Naval-RJ) A equação 


72. (E. Naval-RJ) Cada termo de uma sequência de números reais é obtido pela expressão 


[= id +] com n E Nº. Se f(x) = x aresen (E) e S, é a soma dos n primeiros termos 
da sequência dada, então (SOS Ssc0) vale: 
a) 23 +m o) 13 +2m e Btm 
6 18 3 
b) 6/5 + 5x a) 4/3 + 37 
30 12 


73. (Efomm-RJ) Sejam f e g duas funções reais e deriváveis tais que f'(x) = sen(cos x) e 
g(x) = f(x2), x € R$. Pode-se afirmar que g'(x?) é igual a: 
a) 2x sen(cos x2) c) 2x2 sen(cos x?) e) 2x2 sen(cos x) 
b) 2x2 cos(cos x?) d) 2x cos(cos x) 
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74. (FGV-SP) A função f(x) está representada graficamente na figura abaixo. Para quais valo- 
res reais de x, f(x) apresenta derivadas de primeira e de segunda ordem positivas? 


a)x<aoux>€e Cc) x>c ejx<a 
b)a<x<c d)x<b 


75. (FGV-SP) Sendo f(x) = ex - In xe f'(x) a derivada da função f(x), então: 


af(1)=3-e? o)f(1) = O Jf(1)=e7? 
bf(1)=2-e2 a) f(1) = e? 
76. (Fuvest-SP) Seja f(x) = (x + e)** 1 Então, f'(O) vale: 
1 e e 1 
a 5 b) 5 c)5+1 d) e ge+5 


sen(x+ 1), sex= —1 
77. (Fuvest-SP) Seja f(x) = 3 x ,se-l1<x<1 
e*-e+1,sex>1 
Então, é correto afirmar que f é: 
a) continua em x = 1, mas não derivável nesse ponto. 


b) derivável em x = —1 e também em x = 1. 

c) derivável em x = 1 e descontínua em x = —1. 

d) contínua em x = —1, mas não derivável nesse ponto. 
e) descontínua em x = —1 etambém em x = 1. 


Estudo de funções 


(FCMSC-SP) [Texto para as questões 78 a 79]: 
Considere um móvel deslocando-se sobre um segmento de reta, obedecendo à equação 
horária s = cos 2t (unidade Sl). Sabe-se da Física que a derivada de s em relação ao 
tempo nos dá a velocidade do móvel em cada instante e que a derivada da velocidade V, 
ainda em relação ao tempo, nos dá a aceleração do móvel para cada instante. 


78. Um dos instantes para o qual a velocidade do móvel vale V2 m/s é: 


E 2 = Eu 
a) t= gs b)t= a c) t As do) t 3º e) n.d.a. 
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79. O gráfico que melhor representa a aceleração a (m/s?) em função do tempo (s) é: 


UI 
RENNE 


80. (FGV-SP) A função f(x) = xº — 27x tem um ponto de máximo relativo para x igual a: 


a) —1 c) —2 e) 2 
b) -3 d) 3 
81. (FGV-SP) Em qual intervalo abaixo a função f(x) = = — 2x2 + 3x + 5 é decrescente? 
a) Ji; 3 c) 13; 1 e) 15; 71 
b) 12; 4[ d) 4; E 


82. (U.F. Uberlândia-MG) A função real de variável real definida por y = 2xº + 9x2 — 24x + 6 
é decrescente no intervalo: 


a) -4<x<1 c)x>0 e)-1<x<4 
b)x< —4 dx>1 


83. (UF-PA) A função y = x2(x — 3) é decrescente no intervalo: 
a) [0,2] d) 1-2, 0] U [3, +] 
b) [0, 3] e) [3, + 
0) ]-2, 0) U [2, +] 
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84. 


85. 


86 


87. 


88. 


89. 


QUESTÕES DE VESTIBULARES 


(FGV-RJ) Considere a função f(x) = 20 + 3x — 5x2 + x2. Pode-se afirmar que: 


a) x = = é ponto de máximo relativo de f(x). 


C) x 


Le 
3 

b) x = =6 é ponto de mínimo relativo de f(x). 
= 3 é ponto de máximo relativo de f(x). 
1. 


d) x = 3 é abscissa de um ponto de inflexão de f(x). 


e) A função f(x) admite dois pontos de máximo relativos. 


(FGV-SP) A função f(x) = —xê + 12x, de domínio real, é crescente para: 
a)x=0 oc) x=4 e)x<2 
b)-2<x<2 d) -1<x<3 
- (UC-MG) O valor de m, para que a equação xº + mx — 1 = O tenha duas raízes reais 
iguais, é: 
a) —V2 c) ne e) + 
V4 V4 
+ 9 
2 Va 
(FGV-SP) Sobre a função f(x) = To pode-se afirmar que: 
a) (0, 1) é ponto de máximo. d) (1, 0) é o ponto de mínimo. 
b) (O, 1) é ponto de mínimo. e) (1,0) é ponto de máximo. 


c) não admite extremos. 


(UF-PI) Seja f: R — (-2) > R a função definida pela lei de formação f(x) = Es Assi- 
: É á Ê XE 2 
nale V (verdadeira) ou F (falsa) em cada afirmação abaixo: 


1) f é uma função decrescente. 

2) f possui derivada positiva em todo seu domínio. 

3) f é uma função sobrejetiva. 

4) f possui concavidade voltada para baixo no intervalo ]—-2, +] 


(UF-PI) Seja f: R > R uma função derivável. Analise as afirmações a seguir e assinale V 
para as verdadeiras ou F para as falsas. 


1) Se f'(x) = O, para todo x E R, então f é uma função constante. 

2) Se f'(a) = O, então a E R é um ponto de máximo global de f. 

3) f'(a) é o coeficiente angular da reta tangente ao gráfico da função f no ponto (a, f(a)). 
) 


4) Sejama,b E R, tais quea < be f(a) = f(b), então existe sempre ce R, coma < c<b, 
tal que f'(c) > O. 
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90. 


91. 


92. 


93. 


94. 


(UF-PI) Em relação à função f: R > R tal que f(x) = analise as afirmativas abaixo 


x 
RI 

e assinale V (verdadeiro) ou F (falso): á 

1) A função f atinge seu valor máximo - parax = 1. 

2) A função f é crescente no intervalo [—1, 1] e decrescente em cada um dos intervalos 
(—90, —1], [1, +00). 

3) O gráfico da função g: R > R tal que g(x) = If(x)| para todo x E R é simétrico em 
relação à reta de equação x = O. 


4) ParaO <y, <+ 


> a reta de equação y = y, intersecta o gráfico de f exatamente uma 
vez. 


(FGV-SP) Seja f'(x) a derivada da função f(x). Se f'(x) é uma função crescente em todo o 
seu domínio e tal que f'(a) = O, então: 


é um mínimo de f(x). 
é um máximo de f(x). 


(UF-PI) Seja f: R — (0) > R a função definida por f(x) = x + +. 


1) A derivada de f é maior do que zero no intervalo (—o0, —1). 
2 
3 
4) f é decrescente no intervalo (0, 1). 


O gráfico de f é côncavo para baixo no intervalo (—co, 0). 
f é crescente no intervalo (—1, 0). 


) 
) 
) 
) 


(Fuvest-SP) Considere o polinômio p(x) = x? + ax2 + bx + c, em que a, b, c são números 
reais. Qual a alternativa verdadeira? 


a) Sec > 0, então p(x) terá pelo menos uma raiz positiva. 
b 
c 
d 
e) Se a2 < 3b, então p(x) não será sobrejetora. 


) p(x) sempre terá pelo menos um ponto crítico. 

) p(x) sempre terá exatamente um ponto de inflexão. 

) Sea? < 3b, então p(x) não será injetora. 

) 
(FGV-SP) Sejam fe g funções reais de variável real tais que o limite de f, quando x tende 
para xo, existe e g é contínua em x = xp. Se h(x) = f(x) - g(x) e p(x) = f(x) + g(x), é correto 
afirmar que: 

a) h é contínua em x = xp. d) p não é derivável em x = xp. 

b) h não é contínua em x = xo. e) o limite de h quando x tende para x, existe. 
c) p é contínua em x = xp. 
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95. (E. Naval-RJ) Sejam f e g funções reais de variável real definidas por 


=9- 2 = RAL 
f(x) = 2 — arcsen (x< + 2x) com 18 <X< 18 
gráfico da função g 1 no ponto (2, g!(2)), onde g"? representa a função inversa da 
função g. A reta L contém o ponto: 


a) (—1,6) b) (—4, —1) c) (1,3) d) (1, —6) e) (2,1) 


e g(x) = f(3x). Seja L a reta normal ao 


96. (FGV-SP) A figura abaixo representa o gráfico da função real de variável real f. 


1) fé crescente para x > 1. 
2 
3 
4) A derivada de f é sempre negativa. 


A derivada de f é positiva para x < 1. 
A derivada de f não existe em x = 1. 


) 
) 
) 
) 


97. (Fuvest-SP) Qual das figuras melhor representa o gráfico da função y = —1 + Inx + ão 


a) | d) | 
e) | | 
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98. (Fuvest-SP) Assinale a alternativa verdadeira a respeito da função f(x) = x2 In x, para x > 0. 
a) f tem dois pontos de extremo local. 
b) ftem um ponto de máximo absoluto. 


1 
c) f é estritamente crescente em ho, e à, 
d) lim f(x) = —o0, 


x— 0* 


e) ftem um ponto de inflexão no intervalo JO, 17. 


3 
99. (U.E. Londrina-PR) A equação horária de um móvel é y = - + 2t, sendo y sua altura em 


relação ao solo, medida em metros, e t o número de segundos transcorridos após sua 
partida. Sabe-se que a velocidade do móvel no instante t = 3 s é dada por y'(3), ou seja, 
é a derivada de y calculada em 3. Essa velocidade é igual a: 


a) 6m/s b) 11 m/s c) 15 m/s d) 27 m/s e) 29 m/s 


100. (UF-MG) A área de uma peça retangular é menor que 147 cm2. O comprimento e a lar- 
gura dessa peça, em centímetros, são números inteiros, sendo o comprimento 14 cm 
maior que a largura. A área da peça, em cm2, é o maior inteiro possível. Tal número não 
é múltiplo de: 

a) 3 b) 4 c) 5 d) 6 e)7 


1041. (Fuvest-SP) Deseja-se construir uma calha de 1 m de comprimento cuja seção transver- 
sal seja um trapézio regular, conforme a figura abaixo. 


A inclinação 6 dos lados do trapézio com relação à vertical deve ser escolhida de manei- 
ra que a calha comporte o maior volume possível de água. 


N / 


8 cm 


Nessas condições, a capacidade da calha, em em?, será de: 
a) 480012 c) 480015 e) 500015 
b) 48003 d) 50003 
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102. (Puccamp-SP) Considere a função dada por y = 3t2? — 6t + 24, na qual y representa 


1083. 


104. 


[e] 


I 


a altura, em metros, de um móvel, no instante t, em segundos. O ponto de mínimo da 
função corresponde ao instante em que: 


a) a velocidade do móvel é nula. 
b 
c 
d 
e 


a velocidade assume valor máximo. 
a aceleração é nula. 


a aceleração assume valor máximo. 


-— Doo DD 


o móvel se encontra no ponto mais distante da origem. 


(Fuvest-SP) Em um laboratório, é realizado um experimento químico no qual a massa m, 
em gramas, de uma determinada substância dentro de um recipiente varia com o tempo 
t, em minutos, de acordo com a seguinte fórmula: 


P-3+s3 
MD =7724+5 


Qual é a razão entre a massa máxima e a massa mínima da substância no recipiente, 
se o experimento dura 10 minutos? 


a) > b) 2 c) 


Dj 


d) 3 DR 


(UnB-DF) Uma escada de 10 cm de comprimento apoia-se no chão e na parede, forman- 
do o triângulo retângulo AOB. Utilizando-se um sistema de coordenadas cartesianas, a 
situação pode ser representada como na figura abaixo: 


Al 2. y2 
Considerando que, em função de x, a área S do triângulo AOB é dada por S(x) = — 


julgue os itens seguintes. 


a) O domínio da função S é o intervalo [0, 10]. 

b) Existe um único valor de x para o qual a área S correspondente é igual a 24 cm?. 
c) Se S(x) = 24 e x > y, então o ponto médio da escada tem coordenadas (4, 3). 

d) Se B = (0, 9), então à área do triângulo AOB é a maior possível. 
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105. (U.F. Santa Maria-RS) A figura mostra um retângulo com dois lados nos eixos cartesianos 
e um vértice na reta que passa pelos pontos A(O, 12) e B(8, 0). 


As dimensões x e y do retângulo, para que sua área seja máxima, devem ser, respecti- 
vamente, iguais a: 


a) 4e 6 b)5e5 c)5e7 d)4e7 e)6e3 


106. (FGV-SP) O valor de revenda de um equipamento, em reais, x anos depois de adquirido, 
é dado pela função: 1200 + (8000) - e 2:25. Sendo assim, o valor de sucata previsto 
para o equipamento, depois de ser utilizado por longo período de tempo (x > v), será: 
a) R$ 1200,00 c) R$ 6800,00 e) R$ 9200,00 
b) R$ 2000,00 d) R$ 8000,00 


107. (FGV-SP) Considere um mercado em que o preço de venda de determinado produto é 
constante e igual a R$ 24,00. Se o custo total de produção de x centenas de unidades 
por mês é dado por C(x) = xº — 3x2 + 15x, a produção mensal que resulta em lucro 


máximo é: 
a) 300 unidades c) 100 unidades e) 340 unidades 
b) 500 unidades d) 34 unidades 


108. (FGV-SP) O gerente de uma fábrica fez um estudo da sua linha de produção e descobriu 
que um trabalhador médio, que inicia o trabalho às 7h30min, terá montado f(x) monito- 
res, x horas após o início do turno de produção. 


3 
Se f(x) = a +x2+2x0<x=< 6,0 horário em que um trabalhador médio atingirá o 
máximo de produtividade será: 
a) 11h00min c) 10h00min e) 11h30min 
b) 9h00min d) 13h30min 


109. (Fuvest-SP) A massa P, medida em miligramas, de uma população de bactérias, em 
uma cultura de laboratório, varia com o tempo t, em minutos, conforme a seguinte lei: 
P'(t) = cP(t), 
em que c é uma constante real. Sabendo que a massa da população de bactérias dobra 
após o primeiro minuto, o valor numérico da constante c é: 
NR 
a) 2 b) In> c) In 2 d) e? e) e? 
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112. 


113. 


114. 


115. 


QUESTÕES DE VESTIBULARES 


(FGV-SP) Uma caixa de base quadrada e volume igual a 128 m? deve ser construída com 
o menor custo total de material. Sabe-se que o custo, por metro quadrado, do material 
do fundo e da tampa é o dobro do custo do material das paredes. Dessa forma, o lado 
do quadrado, base da caixa, deve ser igual a: 


a) 8m b)2m c) 35 m d) 4,5 m e) 4m 


(FGV-SP) Considere que, em certa indústria, o volume mensal de produção de cada ope- 
rário esteja relacionado com o tempo de trabalho, através da função P(x) = 96Yx sendo 
x o número de horas trabalhadas e P(x) o número de unidades produzidas pelo operário 
naquele mês. A taxa segundo a qual a produção mensal estará crescendo em x = 144, 
isto é, na 144º hora de trabalho do mês, é igual a: 


a) 8 unidades c) 12 unidades e) 16 unidades 
b) 4 unidades d) 1152 unidades 


(FGV-SP) O custo de armazenamento de um produto é proporcional à quantidade arma- 
zenada por um período. Já o custo de transporte de um lote é um valor fixo que deve ser 
rateado pela quantidade transportada. Considerando o custo de armazenagem unitário 
como C, e o custo de transporte de um lote como C,, o custo total de transporte e arma- 


(6; 
zenamento é CT(x) = Cx + Ea , onde x é a quantidade transportada e armazenada. 


Então, a quantidade que minimiza o custo total é: 


C— Cs .& 
3 Cc) x= 


pui= 5 d) x = sa 
C, C, 


(FGV-SP) Chamamos de função de utilidade aquela que relaciona a quantidade consu- 
mida de certo produto com o grau de satisfação que ele proporciona. Considere a função 
de utilidade U(x) = 12 - x- e 22X em que x representa a quantidade de pizzas consumi- 
das no mês. Então, em um mês, a quantidade de pizzas consumidas que maximizará a 
satisfação é: 

a) 4 b) 5 c) 6 d) 7 e)8 


a) x= 


(FGV-SP) A demanda de um produto é dada peça função x(p) = 20 — 2p2,paraO <= p=10; 

considere que atualmente o preço praticado é P, = 1,5. A elasticidade da demanda, 
P dx(P 

definida pore = —&.. pi 
Xo dp 


, nesse ponto é: 
a) 1,10 b) 1,00 c) 0,85 d) 0,58 e) 0,24 


(UF-PI) A população de uma espécie animal, cuja população inicial é de 80 elementos, é 


estimada em t (t = 0) anos pela função f definida por 


o 1200t 
=80 40" 
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Analise as afirmativas a seguir e assinale V (verdadeiro) ou F (falso). 

1) No primeiro ano, a população é menor do que em 49 anos. 

2) A população máxima ocorre em 7 anos. 

3) Existirá um ano em que a população será menor que a população inicial. 
4) A população não ultrapassará 150 elementos. 


116. (E. Naval-RJ) A taxa de depreciação A de determinada máquina é inversamente propor- 


cional ao quadrado de t + 1, onde V é o valor, em reais, da máquina t anos depois de ter 
sido comprada. Se a máquina foi comprada por R$ 500 000,00 e seu valor decresceu 
R$ 100000,00 no primeiro ano, qual o valor estimado da máquina após 4 anos? 


a) R$ 350000,00 c) R$ 260000,00 e) R$ 140000,00 
b) R$ 340000,00 d) R$ 250000,00 


Noções de integral 


117. (Fuvest-SP) Seja F a primitiva de f(x) = ——. que satisfaz F(1) = 3. Então, F(e) vale: 
a) 42-41 o) 442 e) 4/2+1 
b) 4/2 — - d) 442 + E 


118. (E. Naval-RJ) Sejam a e b constantes reais positivas, a + b. Se x é uma variável real, 


Xx— hx2 
então [pa é: 


Xhx 
X X XxX X 
a) (na — Inb)(E = E) - 2x +0 gE-T-x+o 
a* ) d e ) 
= = — | — 2x + ——>—— el —D|—-2x+ 
b) (In b — In a) E ar 2x + c e) E: 2x + c 
1 E a) 
e | pe di ii a + 
masai a) 210 
2 -— y2 
119. (E. Navak-RJ) O valor de pe LÃ quê 
(1 — x + x?) 
a) arccos x + arccotg x + € d) arccos x + arctg x + c 
b) arcsen x — arctgx + € e) —arcecos x + arctg x + c 
c) —arcsen x — arecotg x + € 
3 
120. (Fuvest-SP) O valor de Jz a, 
. 1 N2x— xº 
T Tt Tt T 
a) a b) 4 c) 3 d) 2 e) T 
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QUESTÕES DE VESTIBULARES 


6 
121. (E. Naval-RJ) Seja y = y(x) uma função real que satisfaz à equação 8y — A = 2) =0, 
2 (SP 
xe RÍ. O valor de | x [1 +( Jaxe: 
RR) xê x! 
E > f6 c) Ei In Ix| + c )g +c 
xXx? x Inlxl 
b) 8 + Fi + c d 12 2 + c 
122. (E. Naval-RJ) O valor de Ja sen 2x cos2 x dx é: 
cos 2x , cos 4x 3 
a) — 5) + 1 + c d) —5c0s 2x + € 
2 2 
b) ape dpe e e) dps PE 
2 4 
4 cos? x 
c) 3. + c 
123. (E. Naval-RJ) Qual o valor de e x: secx) 2 dx? 
a) o => (4x — sen 4x) + d) E ——(4x — sen 4x) + 
32 16 
sen?x  sen?x 
b)—>— > — +e e) TE(4x + sen 4x) + 
5 3 
By 3 
é sen! x:cos'ix | 
9 
124. (Fuvest-SP) O valor de Jê 3(1 — sen x)(x + cos x)2 dx é: 
mê mê mê mê mê 
ag 2 bg 1 cg dg +1 93 +12 
3 
125. (Fuvest-SP) O valor de f 6x arctg x dx é: 
a) 2N3m 0) 4/37 e) 47 — 3/3 
b) 27 — 3 d) 37 — 243 
2 2 
126. (Fuvest-SP) O valor de , 2xº e dx é: 
a) 3e? b) 3e3 c) 3e4 d) 4e2 e) 4e? 
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QUESTÕES DE VESTIBULARES 


2 sen 


XxX 
127. (Fuvest-SP) Seja g(x) = j e? at. Então, g'(m) vale: 
4 


a) 2 b) 1 c) O ad -1 e) -2 


ex 
128. (E. Naval-RJ) O cálculo de Is dx é igual a: 


In]t + e] In|t + e] 
) pi EO: d) = 
— 2x 
b) ZarctgeZ + o) SEEC 


arctg ex 
c) pc + € 


4 


129. (E. Naval-RJ) Sejam f(x) In (cos x)2, 0 = x < > e F(x) = j Ir o))? + sen? 2x] dx. 


Se HO) = de — b, então lim F(x) vale: 


a) -2 b)-1 c) O d) 1 e)2 


130. (Fuvest-SP) Seja A a área da região delimitada pelos gráficos das funções f(x) = kx2 e 
g(x) = 1 — kx?, em que k > 0. 


IX 


O valor de k para que A seja igual a 1 é 


e) 


Bjo 


a) a b) - c) 1 d) 


c9]00 


131. (Fuvest-SP) Um sólido, que tem aspecto de uma forma de pudim, é obtido por rotação 
em torno do eixo Ox da região compreendida entre as retas x = 0,x=1,y=x+3e 
y = —x + 2. Qual é o volume do sólido? 


a) 8m b) 107 c) 127 d) 147 e) 167 
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QUESTÕES DE VESTIBULARES 


132. (Fuvest-SP) Na figura abaixo, estão representados a reta vertical x = Si a reta horizontal 


y= Leo gráfico da função f(x) = cos x, com x E jo. J| 


O valor de L para que as áreas das regiões A e B, indicadas na figura, sejam iguais é: 


E b) É o > a 2 > 


de E 2 = Em 
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Significado das siglas de vestibulares 


Cefet-MG — Centro Federal de Educação Tecnológica de Minas Gerais 
Efomm-RJ — Escola de Formação de Oficiais da Marinha Mercante, Rio de Janeiro 
E. Naval-RJ — Escola Naval do Rio de Janeiro 

FCMSC-SP — Faculdade de Ciências Médicas da Santa Casa de São Paulo 
FGV-RJ — Fundação Getúlio Vargas, Rio de Janeiro 

FGV-SP — Fundação Getúlio Vargas, São Paulo 

Fuvest-SP — Fundação para o Vestibular da Universidade de São Paulo 
Puccamp-SP — Pontifícia Universidade Católica de Campinas, São Paulo 
UC-MG — Universidade Católica de Minas Gerais 

U.E. Londrina-PR — Universidade Estadual de Londrina, Paraná 

U.E. Ponta Grossa-PR — Universidade Estadual de Ponta Grossa, Paraná 

UFAM — Universidade Federal do Amazonas 

U.F. Juiz de Fora-MG — Universidade Federal de Juiz de Fora, Minas Gerais 
UFMG — Universidade Federal de Minas Gerais 

UF-PA — Universidade Federal do Pará 

UF-PI — Universidade Federal do Piauí 

UF-PR — Universidade Federal do Paraná 

U.F. Santa Maria-RS — Universidade Federal de Santa Maria, Rio Grande do Sul 
U.F. Uberlândia-MG — Universidade Federal de Uberlândia, Minas Gerais 
UnB-DF — Universidade de Brasília, Distrito Federal 
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FUNDAMENTOS DE MATEMÁTICA ELEMENTAR 
é uma coleção consagrada ao longo dos 
anos por oferecer ao estudante o mais 
completo conteúdo de Matemática 
elementar. Os volumes estão organizados 
da seguinte forma: 


volume] conjuntos, funções 


VOLUMES sequências, matrizes, 
determinantes, sistemas 
EIS combinatória, 
probabilidade 
complexos, polinômios, 
VOLUME 6 = 
equações 


| VOLUME 10] geometria espacial 


A coleção atende a alunos do ensino 
médio que procuram uma formação 

mais aprofundada, estudantes em fase 
pré-vestibular e também universitários que 
necessitam rever a Matemática elementar. 


SM 
e Atual 


Os volumes contêm teoria e 
exercícios de aplicação, além 
de uma seção de questões de 
vestibulares, acompanhadas de 
respostas. Há ainda uma série 
de artigos sobre história da 
Matemática relacionados aos 
temas abordados. 


Na presente edição, a seção 
de questões de vestibulares foi 


atualizada, apresentando novos 
testes e questões dissertativas 
selecionados a partir dos 
melhores vestibulares do país. 
| | 
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